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(To1) Daksha-uppdraget [10 poing]

"Daksha" dr ett foreslaget indiskt uppdrag bestdende av tva satelliter som vi kallar S; och Sa. Dessa kretsar runt
jorden i samma cirkuldra bana med radien » = 7000 km men med en fasskillnad pé 180°. Satelliterna observerar
universum i en hogenergidomén (rontgenstralning och ~-stralning). Var och en av Dakshas satelliter anvinder
flera platta, rektangulidra detektorer.

For att forstd hur man lokaliserar en kélla pd himlen ska vi anvinda en férenklad modell av Daksha-uppdraget.
Antag att S; endast har tvd identiska detektorer Dy och Ds , vardera med en area A = 0,50 m2, fista vid en
ogenomskinlig triangel M som visas i figuren nedan. Detektorerna ligger symmetriskt runt y -axeln i sepparata
plan som dr vinkelridta mot « - y planet och bildar en vinkel o = 120° med varandra.
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(T01.1) Nir man observerar en avldgsen stralkélla i z-y planet registererar detektorn D en effekt pd P; =
2.70 x 10710 7 571 och detektorn D5 en effekt pad P, =470 X 107101,

Uppskatta vinkeln 7 som killans positionsvektor bildar med den positiva y-axeln, moturs vinkel [5]
fran den positiva y-axeln betraktas som positiv.

Betrakta en enstaka puls fran en avlidgsen killa (inte nodvéndigtvis i - y planet) registrerad av bada satelliterna (
S; och S, ) frdn Daksha. Tidpunkterna for métningen av topparna for pulserna registrerade av S; och S, ar ¢
respektive £ .

(T01.2) Omt; — to mittes till 10,0 + 0,1 ms, bestim dd andelen, f, av himmelsfiren ddr kéllan kan ligga.  [5]

(T02) Makar-Sankranti [10 poéing]

Festivalen "Makar-Sankranti” firas i Indien nér solen tridder in i Stenbockens stjarnbild (Makar = Stenbocken,
Sankranti = Intrdde) sett frin jorden. Den firas for ndrvarande runt den 14 januari varje ar. Fér manga ar sedan
sammanfoll denna festival ocksd med vintersolstindet pa norra halvklotet, vilket vi antar dger rum den 21
december.

(T02.1) Fran informationen ovan, finn aret, y, , di firandet av denna festival senast sammanfoll med [3]
vintersolstdndet pa norra halvklotet.

(T02.2) Om solen tycktes gd in i Stenbockens stjdrnbild 11:50:13 den 14 januari 2006, lokal tid i Mumbai, [3]
berikna datumet, Depier , och den lokala tiden, tenter , fOr dess intride i Stenbocken ar 2013.

(T02.3) Makar-Sankranti-festivalen pd en given plats firas pd dagen dd den forsta solnedgdngen i
Stenbockens stjirnbild dger rum. Man kan anta att solen gar ned i Mumbai klockan 18:30:00 i
januari.
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Ange festivalens datum varje r mellan 2006 och 2013 (genom att kryssa i ( v ) respektive rutai [4]
tabellen som ges i det Svarsbladet).

(T03) Gravitationsvagor [15 poiing]

Bindra svarta hal i omloppsbana genererar gravitationsvigor. Betrakta tvd svarta hil i var galax med massorna

M =36 Mg och m =29 Mg , som kretsar i cirkulira banor med orbitalvinkelhastighet w runt deras
masscentrum.

(T03.1) Hairled ett uttryck for vinkelfrekvensen, wiy; for de svarta hilens omloppsbanor under den tid, ¢iy; ,
dé avstdndet mellan de svarta hilen dr 4,0 ginger summan av deras Schwarzschild-radier, i termer
av endast M ,m och fysikaliska konstanter. Anta Newtonsk gravitation.

Berikna virdet av win; (irad s 71). [5]

(T03.2) I den allminna relativitetsteorin avger svarta hdl i omloppsbana gravitationsvigor med frekvensen fow »
sddant att 2w fow = waew = 2w . Detta leder till att de svarta hilens omloppsbanor krymper, vilket i sin tur 6kar
fow . Forandringshastigheten for fow ar

dfaw . 9678/3

5/3 /3 £6/3
dt 5 G / CﬂMchirp / f(;w7
3/5
dar M, = M kallas "chirp-massan”.
P (m+ M)
Finna, Bochd. [4]

(T03.3) Antag att gravitationsvagorna associerade med hindelsen forst detekterades vid tidpunkten [6]

ini —

Hirled ett uttryck for den observerade tiden for de svarta hilens sammanslagning, ¢ merge » alltsd nir

faw blir mycket stor, i termer av endast wiy; , M, chirp » Och fysikaliska konstanter.
Berdkna virdet av ¢y, (i sekunder).

(T04) Balmer-absorbtion [15 poédng]

Betrakta en huvudseriestjirna omgiven av en nebulosa. Stjdrnans observerade V-bandsmagnitud ir 11,315 mag.
Den joniserade regionen av nebulosan nira stjarnan emitterar Ho och HS linjer; deras vaglingder &r 0,6563 um
respektive 04861 um. Det teoretiskt forutspddda forhallandet mellan flux i Ha och HJ linjer dr fuq/ fug = 2, 86.
Men ndr denna strdlning passerar genom den yttre delen av den kalla stoftnebulosan &r de observerade

emissionsfluxen for Ha- och HB -linjerna 6,80 x 10715 W m™2 respektive 1,06 x 1071 Wm™2.
Extinktionen A dr en funktion av vaglangden och uttrycks som

Ay = k(N E(B - V).

Hir dr k() extinktionskurvan och E(B — V) betecknar firgindexet i filterbanden B och V. Extinktionskurvan
(med A ipum) ges enligt foljande.

( 2,659 x (—1.857 + %40) + Ry, 0,63 < A < 2,20
Kk(A) =
2,659 x (—2, 156 + 100 _ Q08 | °f§1) YRy, 0,12<)\<0,63
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dir Ry = Ay/E(B — V) = 3,1 ér forhllandet mellan total och selektiv extinktion.

(T04.1) Finn k(He) och k(HP) . [3]

(042 ita viirdet pé kvoten mellan firgindex 0 — 1) “l
1tta vardet pa Kvoten mellan rargindex E(BV)

(T04.3) Uppskatta extinktionen till f6ljd av nebulosan, Ay, och Ayg,vid Ha respektive HB3 viglingder.  [6]

(T04.4) Uppskatta nebulosans extinktion ( Ay ) och stjarnans skenbara magnitud i V-bandet, mvyq , i [2]
nebulosans franvaro.

(TO5) Kvasarer [20 poing]

En kvasar dr en starkt lysande aktiv galax som drivs av ett supermassivt svart hal som avger relativistiska stralar.
Figuren visar en serie paneler med bilder i radiospektrat av en kvasar (med rodforskjutning z = 0.53 och ett
luminositetsavstind Dy, = 1.00 x 100 ly vid olika tidpunkter. "Kédrnan" #r i linje med den vertikala vita linjen,
medan en strdle, bestdende av en "blob” (markerad med ett vitt + ), ror sig bort frin kédrnan &ver tid. Varje panel
visar observationstiden (som borjar med T for den forsta bilden), och vinkelskalan som finns hogst upp och lingst
ner i figuren.

T,+1186d

7,+1786d

T,+2338d

milliarcseconds
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(T05.1) Bestim blobbens vinkelseparation, ¢y, (i millibAgsekunder), och dess transversella avstind, [5]
Ibiob (i ljusér), frén kvasarkdrnan for varje observationstid. Berdkna sedan blobbens apparenta
hastighet i transversal riktning ( vapp ) jamfort med ljusets hastighet, dvs Bapp ( = Vapp /c) genom
att anvinda de konsekutiva observationerna. Berikna nu ocksd den genomsnittliga apparenta

: ave
hastigheten Bpp.
Kvasarstrilen ror sig egentligen med en relativistisk hastighet v = B¢ , men inte nédvindigtvis i himlens plan;
t.ex. bildar den en vinkel 8 (den "synliga" vinkeln) i férhallande till siktlinjen for en avldgsen observator (indikeras
av de streckade linjerna), som visas i skissen nedan.
Ignorera kvasarens rodforskjutning och eventuella relativistiska effekter i denna och alla efterfoljande delar.

Blob at A
to

Blob at B
to + At

Image observed at ta

Image observed at tp

(T05.2) Ljuset som avges av blobben vid tva olika tidpunkter ¢, (motsvarande position A) och ¢ty + At
(motsvarande position B) nar observatoren vid ta respektive ¢t . Ddrmed &r den observerade
tidsskillnaden At,,, =t — ta .

(T05.2a) o Atapp [2]
Hitta ett uttryck for forhallandet Ar termer av Sand 6.
(T05.2b) Med hjilp av detta forhdllande, uttryck f3,,, i termer av S och 6. [2]

(T05.3) Rorelse kallas superluminal om den apparenta hastigheten dverstiger ljusets hastighet ( 8,,, > 1),
och subluminal om den inte gor det ( Bapp < 1).

(T05.3a) For B,,, = 1, rita en sldt kurva for 3 som en funktion av @ for att markera grinsen [4]

mellan subluminala och superluminala rorelser. Skugga det superluminala omréadet i
grafen med sneda linjer ( ///).

(T05.3b) Hitta den ldgsta mojliga strilhastigheten ( Biow = Viow/c ) for att den superluminala [2]
rorelsen ska intriffa och finn dven dess motsvarande vinkel 6, .

(T05.4) Hitta ett uttryck for den storsta méjliga vinkeln, 6, , for ett ett givet viirde pé Bypp. [2]

Kirnan i en kvasar, dvs dess centrala kompakta objekt, uppvisar variation i sin emission till f6ljd av interna
processer som sker beroende av varandra. Storleken (= radien) pa detta omride antas vanligtvis vara ungefir fem
ganger kdrnans Schwarzschildradie.

(T05.5) Kirnan i en viss kvasar varierar pa tidsskalor pa cirka 1 timme. Berdkna en 6vre grans, M max » [3]
for massan av det centrala kompakta objektet, i enheter av solmassa.
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(T06) Galaktisk rotation [20 poéing]

Rotationskurvan for var galax bestims med hjdlp av hastighetsmitningar av neutrala vitemoln (HI) i siktlinje
lings olika galaktiska longituder, observerade genom 21 cm HI-linjen. Betrakta ett HI-moln med galaktisk
longitud [ , beldget pa ett avstdind R fran det galaktiska centrumet (GC) och ett avstdnd D fran solen. Betrakta
solen som pé ett avstdnd Ry = 8,5 kpc frdn GC. Antag att badde solen och HI-molnet ror sig i cirkuldra banor runt
GCidet galaktiska planet, med vinkelhastigheterna {2y och €2, respektive rotationshastigheterna Vo och V'.

Molnets komponenter for den radiella hastigheten (hastigheten i var siktlinje - V; ) och den transversella
hastigheten ( V; ), observerade fran solen, kan uttryckas som

V} = (Q — Q())R() sinl
Vi = (Q— Qo)Rocosl — QD

Sedd ovanifran, frin den galktiska nordpolen, roterar Vintergatan medurs. Den radiella hastigheten tas att vara
positiv ndr den ror sig fran och moln kommer att behandlas som punktobjekt under hela detta problem.

(T06.1) Irutnitetsom finns i Svarsbladet, skissa V; som en funktion av D frin D = 0till D = 2R for tvd [5]
siktlinjer definierade av (i) [ = 45° och (ii) I = 135°. Mérk var och en av dina linjer/kurvor med
virdetavl.

(T06.2) Diagrammet nedan visar de genomsnittliga radiella (heldragna, roda kurvan) och transversella
(streckade, blda kurvan) hastighetskomponenterna for stjarnor pa ett avstdnd av 100 pc fran solen,
plottade som en funktion av galaktisk longitud.

Velocity (kms™!)

0° 90° 180° 270° 360°
Galactic longitude

Anvind grafen for att uppskatta solens omloppsperiod ( P ) runt galaxens centrum i miljoner ar [3]
(Myr).

(T06.3) Jan Oort sag att i solens grannskap ( D < Ry ) kommer skillnaden i vinkelhastigheter ( 2 — Qg )
att vara liten, och hirledde dérifran foljande approximationer i forsta ordningen for de radiella och
transversella hastighetskomponenterna:

V., = ADsin 2]
V. = ADcos2l + BD

dir A och B dr kdnda som Oorts konstanter.

Lat oss betrakta tva fall:

(I) den i verkligheten observerade rotationskurvan for Vintergatan, och

(IT) rotationskurvan for ett hypotetiskt scenario dir galaxen saknar mork materia och galaxens hela
massa antas vara koncentrerad i dess centrum.

(T06.3a) Harled uttryck for derivatan med avseende pd R av rotationshastigheten vid solens [2]

o dV
position, —

iR , for de tva fallen.

R=Ry

(T06.3b) Uttryck A och Bi termer av Vj , Ry och den radiella derivatan av rotationshastigheten [8]

id solens position v
\% , ——
P dR

R=Ry
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(T06.3c) Forhdllandet ( A/B ) mellan Oorts konstanter for de tvd givna fallen, (I) och (1), [2]
definieras som F7 respektive Fy . Bestim Fy och Fiy .

(T07) Binir neutronstjirna [20 poéng]

I ett binirt stjdrnsystem med en kompakt stjiirna, dar den kompanjonstjarnan inte 6verskrider sin Roche-lob, dr
den storsta kéllan till ackretion for den kompakta stjdrnan den stjirnvinden som kommer fran
kompanjonstjdrnan. Denna ackretion som drivs av den inkommande vinden dr sirskilt betydelsefull i system som
inkluderar en stjarna av tidig typ (som en O- eller B-stjirna, som nu betecknas som en OB-stjdrna), som ligger
bredvid ett kompakt objekt som en neutronstjirna (NS) i en néra omloppsbana.

Betrakta ett sddant NS-OB-stjirnsystem dér en neutronstjdrna med massan Mys = 2,0 Mg och radien Ryg = 11

km kretsar i en cirkulidr bana med radien a runt OB-stjarnans centrum med hastigheten vo, = 1,5 X 10 Sms

-1

(se figur nedan). Genom hela detta problem antas massforlusten frin OB-stjarnan vara sfiariskt symmetrisk och
dess hastighet ir Mo = 1,0 x 10 #*Mgyr L.

(T07.1)

(T07.2)

(T07.3)

(T07.4)

OB Star

Ackretionsradien, R, , definieras som det maximala avstindet frin NS vid vilket stjarnvinden
kan fingas upp av NS. Om stjirnvindhastigheten vid NS:ans omloppsavstind &r vy =
3.0 X 10° m s~ finn d4 R, for ovanstdende system i km med hjilp av standardberikning av
flykthastighet.

Antag att allt infingat material ackumuleras av NS:an. Uppskatta d& massackretionshastigheten,

M,.. , frin stjirnvinden till NS i enheter av Moyr~! om a = 0.5 au. Forsumma effekterna av
stralningstryck och @ndlig kylningstid for den ackumulerande gasen.

Betrakta nu fallet dér stjdrnvindens hastighet vid omloppsavstindet a (néra NS) blir jamforbar
med NS omloppshastighet. Massackretionshastigheten fran stjirnvinden till NS skulle i detta fall
ges av ett uttryck pa formen M,,. = Mogf(tan B, q) , dir ¢ = Myg/Mop ir massforhallandet
for det bindra systemet och (3 &dr vinkeln i NS:ans referensram mellan vindhastighetsriktningen
och den riktningen radiellt ut frdin OB-stjirnan. Finn ett uttryck for f(tanpS,q) givet att
Mo > Mnxs .

Betrakta nu fallet da det fullstdndigt joniserade materialet ackumuleras radiellt och hindras till f6ljd
det starka magnetfiltet B frdin NS. Denna effekt kan modelleras som ett tryck, som skrivs % . Vi

antar att NS har ett dipolmagnetfilt vars magnitud i ekvatorialplanet varierar med avstidndet r frin

NS for r > Ryg som
3
B(r) = B, ( R;fs )

dér By dr magnetfiltet vid ekvatorn for NS. Antag att axeln for den magnetiska dipolen ir i linje
med rotationsaxeln for NS.

[3]

[3]

6]
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(T07.4a) Berdkna det magnetiska trycket, Peq, mag, i €kvatorialplaneti termer av By, Rns , 7 och  [1]
andra ldmpliga konstanter.

(T07.4b) Det maximala avstindet ddr ackretionsflodet stoppas av magnetfiltet vid ekvatorn [7]
kallas den magnetosfiriska radien R;,. Detta materieflode kommer att utdva ett tryck
pa grund av den relativa rorelsen mellan inkommande stjarnvind och NS:an. Finn ett
approximativt uttryck for det kritiska magnetfiltet By . for vilket R, sammanfaller
med R, och berikna dess virde i Tesla. Magnetiska effekter forsummas for r > Ry,
och betrakta vy > vorb -

(T08) Skuggan av ett svart hal [20 poing]

Event Horizon Telescope (EHT) har fotograferat av det supermassiva svarta halet i centrum av galaxen M87, som
visas i den vinstra panelen i figuren nedan.

For att forstd nagra enkla egenskaper hos den hér bilden ska vi betrakta en férenklad modell av ett icke-roterande,
statiskt, sfiriskt symmetriskt svart hdl med massan M = 6,5 x 10° Mg, omgivet av en masslds, tunn, plan
ansamlingsskiva med de inre och yttre radierna, ainner = 6Rsc respektive aouter = 10Rsc , didr Rgc ar

Schwarzschild-radien. En skiss av halet uppifrdn visas i den hogra panelen i figuren nedan (figuren dr inte
skalenlig).

Vi antar att allt detekterat l[jus kommer frdn ansamlingsskivan. Varje punkt pé skivan avger ljus i alla riktningar.
Detta ljus firdas under paverkan av det svarta halets gravitationsfdlt. Ljusstralarnas vag styrs av de tva
ekvationerna nedan (som liknar de for ett objekt runt solen):

1, L? 2GM L
Evr+2r2(1_ = ):E ; vd,:rw:?

dér r € (Rgg, 00) dr den radiella koordinaten, ¢ € [0, 27) 4r den azimutala vinkeln, och E och L &r konstanter
relaterade till den bevarade energin respektive det bevarade rorelsemingdsmomentet.

Hir 4r vy = dr/dt storleken av den radiella hastigheten, v, storleken av den tangentiella hastigheten och

w = d¢/dt vinkelhastigheten. Vi definierar stétparametern b for en bana som b= L/+/2E . Tidsdilatation
féorsummas i detta problem.

En annan anvindbar ekvation erhélls genom att derivera den forsta ekvationen med avseende pa r:

dv, L? 3GML?
_ 2 2R
dt r3 c2rd

(T08.1) Cirkuldra omloppsbanor for ljus kan existera runt det svarta hdlet. Hitta radien, r,, , och [4]
stotparametern, bpy , for sddana fotonbanor i termer av M och relevanta konstanter.

(T08.2) Beridkna tiden, T, , det tar ljuset att fullborda en hel cirkuldr omloppsbana i sekunder. [2]
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(T08.3) Radialhastighetsekvationen som ges ovan (den forsta ekvationen i denna friga) kan jimforas med

(T08.4)

(T08.5)

2
en ekvation av formen % + Vegt(r) = E for ljusbanor. Ett schematiskt diagram éver Vegs/L? som
en funktion av r ges nedan.

(0,0)

Ta l g r

(T08.3a) Diagrammet indikerar tva speciella radier, r, och rg . Finn uttryck for ro och rg i [2]
termer av M och relevanta konstanter.

(T08.3b) En foton som firdas indt frin ansamlingsskivan mot det svarta hidlet kan i vissa fall [3]
fortfarande undkomma halet och firdas ut till odndligheten. Hitta uttrycket for det
minsta virdet av vindpunktens radie, ¢ , for en siddan foton, i termer av M och
relevanta konstanter. Hitta uttrycket for det minsta vérdet av stdtparametern, by, for
denna foton.

En ljusstrile som kommer frdn en radie 7actua) frn systemets centrum i himlaplanet (vinkelrdtt mot
synvinkel) kommer att bojas kraftigt pa grund av det svarta hélets gravitation och s sméningom nd
en observator (betecknad med ett 6ga) pa ett stort avstind d frin systemet, som visas nedan.

/r‘d})p

Tactual

Black hole

For denna observator skulle strilen verka ha sitt ursprung i en annan punkt pé ett avstdnd r,,, ~ b

frin det svarta halets centrum i himlaplanet, ddr b 4r nedslagsparametern for fotonens bana. For
punkter pd ansamlingsskivan vid 7 = 7,¢tya1 kan man anta féljande relation:

b(ractual) ~ Tactual(]- + RSC/Tactual)l/2

For en avldgsen observator, som oss sjidlva, som observerar ansamlingsskivan uppifrin, kommer [5]
bilden av systemet att te sig vara cirkulidrt symmetriskt i himlaplanet. Bestim den yttersta synliga
radien, 7outer  OCh den innersta synliga radien, ipner , fOr bilden i enheter av au.

Betrakta ett isolerat supermassivt svart hil med massan M = 6,5 x 10° Mg utan nigon
ansamlingsskiva. Ett kort starkt utbrott av elektromagnetisk stralning intrdffar vid en punkt Z pa ett
avstand av, sdg, 7z = 6 Rgc frin det svarta hélet, sdsom visas i figuren, varar 5 sekunder. Utbrottet
vid punkten Z avger ljus i alla riktningar. En observatdr vid en punkt ldngt ifrdn det svarta halet
(betecknad med ett 6ga i figuren nedan) tar en bild av omradet runt det svarta hilet under med en
exponeringstid av 60 sekunder.
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Black hole
Vilj rétt alternativ for vart och ett av pastiendena nedan:

(T08.5a) Antalet mojliga vigar for ljus att firdas fran Z till observatoren dr [2]
(A) Hogst ett (B) Exakt ett (C) Exakt tva (D) Storre dn tva.

(T08.5b) Antaletbilder av hindelsen vid Z som kommer att ses i bilden med 1ang exponering dr  [2]
(A) Hogst ett (B) Exakt ett (C) Exakt tva (D) Storre &n tva.

(T09) Atmosfirisk seende [35 poéng]

Ett teleskop med en akromatisk konvex objektivlins med diametern D = 15 cm och brinnvidden f = 200 cm dr
riktat mot en stjirna i zenit.

(T09.1) Bestim diametern (i m), dimage , fOr bilden av en punktkélla s som den skapas av objektivlinsen i [1]
dess fokalplan for gront ljus ( A = 550 nm), med beaktande endast av diffraktionens effekter.

Bilden av en astronomisk killa paverkas ocksa av den sa kallade "atmosfiriska seeingen”.

Grinserna mellan lagren i atmosfiren sdvidl som lagrens brytningsindex dndras kontinuerligt pd grund av
turbulens, temperaturvariationer och andra faktorer. Detta leder till sma fordndringar i bildens position i
teleskopets fokusplan, kidnt som “blinkeffekten". For resten av problemet, forutom att anvinda den
diffraktionsbegrinsade storleken pa bilden av stjirnan (som anvidnds ovan), kommer inga interferenseffekter att
beaktas.

Den vinstra delen av figuren nedan visar ett vertikalt tvirsnitt av atmosfiren med flera lager med olika
brytningsindex ( n1,n2,n3,... ). Den hogra delen visar den inzoomade vyn av ett tunt vertikalt segment av
atmosfiren och grinsen mellan de tvd ldgsta atmosfiriska lagren med brytningsindex n; och ng (1 > ng ). Vi
betraktar endast dessa tva lager och deras grins for detta problem. Diagrammen &r inte skalenliga.

Light Rays
n3 I P I 2 T T 2
ng T 2
ny
ny

zZ.

- -
ng ______________ Telescope

Telescope

(T09.2) L&t grinsen mellan de tvd lagren vara pd en hdjd H = 1 km direkt ovanfor teleskopets objektiv,
med en lutning pa 6 = 30° i férhdllande till horisontalplanet. I alla delar av detta problem antas 6
vara positiv i moturs riktning. For en monokromatisk ljuskilla &r n; = 1,00027 och ns = 1,00026.
Lat vinkelforskjutningen av bilden i teleskopets fokusplan for en stjirna i zenit vara o .

Theory Examination -- DEN MIKNUGLIGAM SVENSKAN (SWE)
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(T09.2a) Rita ett strdldiagram med limpliga beteckningar vid griinslinjen som visar n1 , n2 , 0 [2]
ocha.

(T09.2b) Bestiam uttrycket for o i termer av #,n1 och ns . Anvind approximationerna fér sma [2]
vinklar:sina ~ a«ochcosa ~ 1.

(T09.2c) Berikna forskjutningen, Az (i m), i bildens position om 6 6kar med 1 % (med nq och [3]
n9 fixerade).

(T09.2d) Beriikna forskjutningen, Az, (i m), i bildens position om ny ékar med 0,0001 % (med [3]
n1 och @ fixerade).

(T09.3) Vilj vilket av foljande som bist beskriver bildens form och firg for vitt [jus som kommer frén en [2]
stjdrna i zenit genom att markera ( v' ) i ldmplig ruta (endast en) i det summerande svarsarket.
Observera att z 6kar frin vinster till hoger i figuren.

Bildfirg Bildform Vinster kant Hoger kant
En Vit Cirkular
B Vit Elliptisk
C Firgad Cirkular Bla Rod
D Firgad Cirkular Rod Bla
E Firgad Elliptisk Bla Rod
F Firgad Elliptisk Rod Bla

For alla aterstiende delar av denna friga betraktar vi monokromatiskt gront ljus med A = 550 nm. Vi modellerar
grinsen mellan lagren som en uppsdttning o#dndliga sicksackplan (som loper vinkelrdtt mot sidans plan)
separerade med d = 10 cm ldngs x axeln, med antingen § = 10° eller § = — 10°.

Figuren nedan (ej skalenlig) visar ett tvirsnitt av denna modell av atmosfiren med bredden W ( W <« H ). For
teleskop med stor apertur resulterar denna sicksackformade grinslinje i bildandet av flickar i fokalplanet.

Light Rays

< 9] —>
n
H:j
z
E
w

(T09.4) Betrakta en atmosfir modellerad enligt ovan.

(T09.4a) En del av atmosfdren med pé varandra foljande sicksackplan, med samma parametrar
som anges ovan, visas i diagrammet nedan (ej skalenligt).

Theory Examination -- DEN MIKNUGLIGAM SVENSKAN (SWE)
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Light rays

na

ni

Rita de infallande ljusstrdlarnas vdgar upp till det plan dir teleskopets objektiv ar
placerat, vilket visas med den gra prickade linjen i detta diagram, som é&terges i det
summerande svarsbladet.

Markera det/de omride(n), om det finns nagra, med ett "X" i diagrammet dit inga [4]
ljusstralar nar.

(T09.4b) Beridkna bredden Wx pa sddant omridde/sddana omraden. [3]

(T09.4c) Bestdm den storsta diametern, D,y , fOr teleskopets objektiv med vilken det dr majligt  [4]
att ta en enda bild av en stjirna, genom att ldmpligt vilja teleskopets placering i
forhallande till gransstrukturen.

(T09.5) Betrakta fallet ndr grinsens sicksackform é&r tilliten i bdde z- och y-riktningarna (som ett [6]
pyramidfilt), och D = 100 cm (med f = 200 cm).

Rita det kvalitativa monstret for de resulterande flickarna i rutan som ges i det summerande
svarsbladet.

(T09.6) For en turbulent atmosfir, betrakta Aaterigen samma parallellt 16pande sicksackform av [5]
grinsskiktet endast lings « -riktningen, men nu fordndras vinkeln mellan tva plan med en jimn
hastighet frdn 10° till — 10° pd 1,0 s. Antag att detta leder till en jimn forskjutningshastighet av
bildens position.

Betrakta ett teleskop med D = 8 cm och f = 1 m. Uppskatta den lingsta exponeringstiden t,x
som tillats for dess CCD-kamera sd att man bara fir en enda bild, och varje mdjlig avvikelse i dess
position forblir mindre 4n 1 % av bildens diffraktionsbegrédnsade diameter.

(T10) Nukleosyntes i Big Bang [35 poéng]

Under den strilningsdominerade epoken i det tidiga universum, universums skalfaktor a o< t1/2 , dir ¢ ir tiden
sedan Big Bang. Under storre delen av denna era forblir neutroner (n) och protoner (p) i termisk jimvikt med
varandra via den svaga kédrnkraften. Antalstitheten (antal per volym) ( N ) for fria neutroner eller protoner &r
relaterad till temperaturen 71" och deras motsvarande massor m sadant att

2
N 3/2 B mc
xXxm exp ( kBT y
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sé ldnge tiden t <ty = 1,70 s, d& kgT > kg1, = 800 keV. Efter ¢, kan de svaga vixelverkan inte ldngre
uppritthdlla denna jimvikt och fria neutroner sénderfaller till protoner med en halveringstid pa 610,4 s.

(T10.1) Lat protonernas antalstithet vara NN, och neutronernas vara V,. Beridkna den relativa [4]
forekomsten av neutroner givet av forhallandet X, wic = Nn/(Nn + Np) vid tidpunkten ¢y .

(T10.2) Fotoner uppritthéller termisk jamvikt och behéller ett svartkroppsspektrum vid alla epoker.

(T10.2a)

(T10.2b)

[2]

Hitta indexet 3, sadantatt T'(a) o a” .

Identifiera vilket av foljande grafer som visar det korrekta beteendet hos den spektrala [2]
energititheten for tvd temperaturer 77 och T3 . Kryssa i ( v' ) det korrekta alternativet i

Svarsbladet.

log (Spectral Radiance)

~~
~

log (Spectral Radiance)

log (Spectral Radiance)

log (Spectral Radiance)

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
K
1
1
1

log (Spectral Radiance)

log A

log A

log A

log A

(T10.3) Efter tyx styrs processen for bildning av deuterium frdn protoner och neutroner av Saha-ekvationen,
pakommen av den hiftige indiske fysikern professor Meghnad Saha, vilken kan forenklas till

mp — mp — my)c?
kgT

kT

N
D :6.577( 5
mnc

Ny

: )

) o

Hir dr baryon-till-foton-forhallandet 7 6.1 x 1071°, och Ny, #r deuteriums antalstithet.

(T10.3a)

Plotta forhdllandet Np /N, i rutnitet i Svarsbladet, for minst fyra rimligt utspridda [5]
temperaturviarden mellan kg7" = 60 och 70 keV, och extrapolera en jamn kurva som géir

genom dessa punkter.

(T10.3b) Fran diagrammet, hitta kgTyyue (ikeV)dd Np = Ny, . [1]
(T10.3c) Antag istdllet att alla fria neutroner omedelbart kombineras med protonerna vid kgThye [4]
for att bilda deuterium, och att allt detta omedelbart omvandlas till helium ( 3He ).
Berikna vid vilken tid nukleosyntes, £,y (i s), for bildandet av helium sker.
[5]

(T10.4) Berdkna virdetav X, nyc precis fore £y, .

(T10.5) Den ursprungliga andelen helium, Yjim , definieras som den andel av den totala baryoniska [3]
massan i universum som &dr bunden i helium strax efter ¢, . Erhall en teoretisk uppskattning for
virdet av Yrim . Antag m, &~ my och att massan av helium, myge ~ 4m, for denna berdkning

endast.
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(T10.6)

Den ursprungliga férekomsten av helium dr mycket svar att méta, eftersom stjirnor kontinuerligt
omvandlar vidte till helium i universum. Mingden fusion som skett av stjirnor i en galax
kidnnetecknas av den relativa taldensiteten av syre (som endast produceras av stjirnor) i
forhallande till vite, betecknad som (O/H), i galaxen. En sammanstillning av métningarna av
(O/H) och heliumhalten, Y, for olika galaxer visas nedan.

0248 ] %%)
~~ 0946 ] %
T

0.244 4

yyyyyyyy ISR B sy S L S N N ML
50 x 1076 100 x 1076 150 x 1076 200 x 1076
(O/H)

Anvind alla punkter i detta diagram (som &aterges i det Svarsbladet) for att besvara foljande.

(T10.62) Uppskatta Y for en bld kompakt dvirggalax med ett virde pa (O/H)=1,75 x 1074, [2]

(T10.6b) Finn lutningen dY /d(O/H) for linjir regression till ovanstiende data. [2]

(T10.6c) Uppskatta den ursprungliga heliumhalten, Yp‘;?fn , baserat pa ovanstiende [2]
observationer.

(T10.7)  Avvikelsen mellan Yyuim och Yp‘fi’; kan jimnas ut genom att indra baryon-till-foton-forhallandet . [3]

Om 7 minskar, indikerat av | i Svarsbladet, ange vare sig Np /N, (T) , Tyue (ndr Np = Ny ), toue »
X1, nuc och Yy Okar (1) eller minskar (| ) i rutorna som anges i Svarsbladet.

(T11) Stjirnor genom grafer [50 poing]

Stjdrnor kan approximeras som sfiriskt symmetriska objekt, och dirfor kan det radiella avstindet r frin centrum
véljas som den enda oberoende (relevanta) variabeln vid modellering av stjirnors inre. Massan som finns inom en
sfir med radien r betecknas med m(r) . Luminositeten /() definieras som den nettoenergi som flédar utit genom
en sfirisk yta med radien 7 per tidsenhet. Andra intressanta kvantiteter, till exempel densiteten p(r) ,
temperaturen 7'(r) , vitemassfraktionen X (r) ), heliummassfraktionen Y(r) och den energi som genereras frin
kérnreaktioner per massenhet och per tidsenhet e,,¢(7) antas som funktioner av r . Genom hela detta problem ska
vi forsumma effekterna av diffusion och gravitationell sedimentering av element inuti stjarnan.

Symbolen "logaritm” hinvisar till logaritmen med basen 10 (BASED). Problemet bestar av tre oberoende delar.

(T11.1) Del 1:Inuti en stjirna
Grafen nedan visar variationen av tre strukturella kvantiteter, A, B och C, som funktioner av
radieforhéllandet r/R i en stjirnmodell med massan 1 M och aldern 4 GYr (GIGA CHAD), dir R
ir stjdrnans fotosfériska radie. Virdena for heliummassandelen vid den (fotosfdriska) ytan, Y} , och
metalliciteten (massandelen av alla grunddmnen tyngre dn helium) vid stjarnans (fotosfariska) yta,
ZsYs = Z5 0,28, 0,02). Alla kvantiteter som visas i diagrammen &r normerade med sina respektive
maxvirden.

Theory Examination -- DEN MIKNUGLIGAM SVENSKAN (SWE)
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(T11l.1a) Identifiera de tre storheterna A, B och C vilka viljs unikt bland de fem mdjliga: [6]

T(r), l(r), €quc(r), X(r), Y (7).

(Skriv A/B/C i rutorna bredvid lampliga kvantiteter Svarsbladet. Ingen motivering
behovs for ditt svar (oserios verksamhet).)

(T11.1b) Vad dr massandelen helium i stjarnans centrum, Y. ? [3]

(T11.1c) Skissa de tva dterstiende storheterna fran listan med fem (som inte identifierades som [5]
kurvorna A, B eller C) givna i (T11.1a), som funktioner av r/R pd samma graf i det
Svarsbladet, och mirk dem med deras respektive storhetsfunktion.

(T11.2) Del 2: Utvecklande stjirnor

Betrakta utvecklingen av en 1M stjdrna vars ursprungliga enhetliga sammansittning ges av

massandelen helium, Yy = 0.28 , och metaller, Zy = 0.02 . Figurerna nedan visar variationen av
olika globala storheter for denna stjirna i takt med att den utvecklas frain ZAMS (Zero Age Main
Sequence) till slutet av heliumforbranningen i dess kédrna.

Grafen nedan visar stjirnans evolutionira bana pd HR-diagrammet (diagram over log L /L med
avseende pa log T.¢; , dér L dr ytans luminositet och T dr den effektiva temperaturen).

3.5

/

3.0

log L/ L
&

1:0 /

3.80 3.75 3.70 3.65 3.60 3
log Togt (in K)

o
>
w
w
o

Figuren nedan har fyra grafer som visar variationen av T (i K), L (som plottas som log L/ L ), R
(som plottas som log R/ R ) och Y, med alder (i 10°) for samma stjirna. I var och en av dessa fyra
grafer visar de inklippta bilderna variationerna av respektive storhet i detalj mellan aldrarna 11.86
x 10 4roch 12.00 x 10 ar, for att ge okad tydlighet.
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Anvind dessa grafer for att besvara frdgorna nedan.
(T11.2a) Vad ir stjarnans ungefirliga livslingd i huvudserien, tys (i &r)? [1]
(T11.2b) Hur ldnge pé ett ungefir varar perioden under vilken stjarnan forbranner helium i sin [1]
kirna? Aty (i &r)
(T11.2c) Vilken andel, fy , av den ursprungliga mingden vite i stjdrnans centrum har forbriints [3]
nér stjirnans luminositetdr 1 L ?
(T11.2d) Vad ir stjirnans radie, R; (i enheter av R ) nidr 60% av den ursprungliga mingden [3]
vite i dess centrum har forbrints?
(T11.2e) Bestim stjarnans radier, Rp och Rq (i enheter av Ry ), dd dess positioner dr P [4]
respektive Q, vilket markerats pA HR-diagrammet.
(T11.3) Del 3: Massfordelning inuti en stjirna

Ekvationen som bestimmer massans fordelning inuti en stjdrna ges av

dm(r)

= 4gr?
= mrp(r)

. Det dr ldmpligt att uttrycka denna ekvation i termer av tre dimensionsldsa variabler, ndmligen den
relativa massan, q, den relativa radien,  , och den relativa densiteten, o, som vi definierar som

qg=m/M z=r/R o=p/p

dir M och R &r stjirnans totala massa respektive radie, och p= ar stjdrnans

ATR3

genomsnittliga densitet. Specifikt for denna stjdrna som vi ska behandla i denna del ges foljande
information:

Theory Examination -- DEN MIKNUGLIGAM SVENSKAN (SWE)
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« Den densiteten i centrum ges p(z = 0) = 80p

« Hilften av stjdrnans massa finns inom 25% av dess totala radie, och 70% av dess massa finns inom 35% av
dess totala radie.

I alla efterfoljande delar av denna fraga ricker det med att avrunda alla hédrledda numeriska
koefficienter till inom 0.005.

(T11.3a) Uttryck den forsta givna ekvationen i 11.3, som beskriver massan som funktion av av [2]
da(z) ocho(x).
dx

radien, i termerav x ,

For att f& fram massaférdelningen beroende av radie behover vi kédnna till hur
densiteten dr fordelad inuti stjdrnan. For detta problem ska vi beskriva variationen av
densitet med radie med approximativa former i tvd doménerav x :

o stjidrnansinredel:0 < z < 0.32
o stjdrnans mittersta del: 0.32 < z < 0.80

Vi gor ingen approximation for den yttersta delen, dvs. 0.80 < z < 1.00.

(T11.3b) Uppskattning for mittendelen :

Variationen av log ¢ som en funktion av log x i stjirnans mittdel visas (med den svarta
kurvan) i grafen nedan. Vi ska gora en linjar approximation (visas som en streckad rod
linje i grafen) for log o som en funktion av log i omradet —0.5 < logz < —0.1, dvs.
0.32 < = < 0.80 (se den grona lddan). Vidare ska vi uppskatta lutningen for denna
linje med nédrmaste heltal.

-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1
log «

Anvind denna uppskattning for att skriva ett uttryck for o(z) som en funktion av z i [4]
omridet0.32 < z < 0.80.

(T11.3c) Anvind resultatet av (T11.3b) for att hirleda ett uttryck for g(z) i omrddet [6]
0.32 <2 <0.80.

(T11.3d) Uppskattning for den inre delen :

I stjarnans inre del ( 0 < z < 0.32 ) kan densiteten approximeras som en linjir [8]
funktion av radien, dvs. o(xz) = Az + B, dér A, B ir konstanter. Bestim A och B och
erhdll dirmed ett uttryck for g(z) i omrddet 0 <z < 0.32. Observera att de

uppskattningar som gjorts i foregdende del och denna del kan leda till smi
diskontinuiteter i densitet eller massa vid z = 0.32.
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(T11.3¢)

Uttrycken for g(z) som erhéllits i delarna (T11.3c) och (T11.3d) 4r approximationer som [4]
beskriver variationen av massa med radie forhallandevis vil (seridst), men bara i
specifika omraden av stjirnan. For omradet 0.80 < z < 1 (for vilken vi inte har hérlett
nagot uttryck) dr det mdjligt att anvinda ldmplig extrapolering frin den ndrmast
liggande regionen. Anvind dessa approximativa uttryck och givna data for att skissa en
jamn kurva (utan nigra diskontinuiteter vare sig i g(z) eller dess derivata) for g(z)
med avseende pé z for hela stjirnan ( 0 < z < 1) som representerar variationen av
massa med radie.

(T12) Hawkingstralning frin svarta hil [50 poéng]

(T12.1) Ettsvart hdl (BH) bildas vanligtvis genom gravitationell kollaps av en massiv stjarna i slutet av sin
livscykel till en s kallad singularitet. P4 grund av den extrema gravitationen hos ett sddant objekt
kan ingenting som kommer innanfor den sd kallade hidndelsehorisonten (en sfirisk yta med

r = Rgg, didr r dr avstindet fran singulariteten) undkomma hélet. Rgc kallas for
Schwarzschildradien.
(T12.1a) Modellering av Hawkingstrdlningens ursprung: Betrakta ett partikelpar med samma

(T12.1b)

(T12.1¢)

(T12.1d)

massa m som produceras pa vardera sidan om BH-horisonten. Ena partikeln befinner sig
strax utanfor horisonten vid r ~ Rgc, medan den andra partikeln befinner sig innanfor
horisonten vid r = kRgc . Antag att en partikels totala energi &r summan av dess

viloenergi mc? och dess gravitationella potentiella energi frin det svarta hilet.
Bestim virdet pa x for vilket partikelparet har noll total energi. [4]

Temperaturen hos ett svart hdl: Om partikeln som produceras utanfor horisonten i den
ovanstdende processen har tillrdckligt med kinetisk energi kan den undkomma BH i en
process som kallas Hawkingstralning. Den som skapas innanfor horisonten, och som
dérfor har negativ energi, absorberas vilket minskar BH:s massa.

Antag att all Hawkingstrdlning enbart bestir av fotoner med ett svartkroppsspektrum
med host intensitet vid vaglingden Ap, =~ 16 Rgc Det ar ként att for svart hal med
solens mass dr Rsc, ¢ = 2,952 km.

Berikna ett uttryck for temperaturen, Ty, som motsvarar denna svartkroppsstralning,i [4]
termer av det svart hélets massa My, och fysikaliska konstanter. Berdkna
Schwarzschild-radien, Rsc, 100, och temperaturen, Ti,, 100 , for ett BH med 10

solmassor.

Massforlusten i ett svart hdl: Antag att Hawkingstrdlningen emitteras fran
hindelsehorisonten.

Med hjilp av relationen mellan energi och massa, erhall ett uttryck for hur snabbt BH:et
forlorar massa, dMyh(t)/dt, i termer av massan Myu(t) av virt BH och fysikaliska
konstanter.

Erhall dirifrdn ett uttryck for My (t) for ett BH med initialmassa M. Skissa Myu(t) [8]
som en funktion av ¢ frin My, = M) till My, = 0i Svarsbladet.

Livslidngden for ett svart hal: Finn ett uttryck for livslingden 7y vid vilken ett svart hal [3]
med ursprunglig massa M|, fullstindigt avdunstar pa grund av Hawkingstralning, i
termer av M och fysikaliska konstanter. Berdkna livsldngden 7y 100 (i sekunder) for

ett svart hal med My =10 Mg, .
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(T12.1e) Svart hil i en CMB+jacuzzi: Betrakta ett isolerat svart hal i rymden, langt ifrin andra
kroppar, med en nuvarande temperatur 7}7°Y, omgivet av den kosmiska
mikrovigsbakgrundsstralning (CMB) med en nuvarande temperatur 72°F = 2,7 K. Det

svarta halet kan vixa i massa genom att absorbera CMB-strdlning och forlora sin massa
genom Hawkingstralning.

Med hénsyn till universums accelererande expansion, identifiera vilken av féljande
figurer som visar den langsiktiga tidsutvecklingen av Ty, i foljande tre fall:
(X) Tglﬁ)w > now , (Y) T];IhOW — now , (Z) T];l}fw < now

cmb cmb cmb *

Ton(t) @ Ton (1) @ Ton(t) @

now now now
v —— AN iy

t — o0 tnow
@ Thn(t)

t
p— \/
w t

t— o0 thow

t — oo

Q)

RN

tnow t =00 tn t — 00

Ange ditt svar genom att kryssa i lamplig ruta (endast en) for varje fall X, Y eller Zi [6]
tabellen i Svarsbladet som motsvarar lampligt figurnummer.

(T12.2) Ursprungliga svarta hal (PBH) med mycket mindre massor kan bildas i det mycket tidiga
universum. Alla foljande fragor ir relaterade till PBH. Hir kan alla processer som okar det svarta
halets massa forsummas.

(T12.2a) PBH avdunstar vid den aktuella epoken: Som du kanske har mirkt frdn svaren pé de
foregdende frdgorna, skulle svarta hdl med en solmassa ta 1ang tid att avdunsta. Men
eftersom PBH:er kan ha en mycket mindre massa, kan vi kanske se dem avdunsta i
nutid.

Hitta den initiala massan M, pgy (i kg), Schwarzschild-radien Rgc pgy (i m) och [4]

temperaturen Tppy (i K) for ett svart hdl som kan avdunsta helt i den nuvarande
epoken, dvs. de med en livslingd 7ppg = 14 miljarder ar.

(T12.2b) Bildandet av ett PBH: I det strilningsdominerade tidiga universum varierar skalfaktorn
som a(t) ~ t1/2 . Under denna era bildas PBH:er pa grund av kollapsen av all energi
som finns i ett omrade av fysisk storlek ct , dér ¢ &r universums alder vid den tidpunkten.

Ett PBH med massan 1 x 10'2 kg bildas nir universums alder #r ungefir 1 x 1023 s. [6]
Berikna universums alder, tog , nir ett PBH med massan 1 x 1020 kg bildas.

(T12.2c) Observerat spektrum av Hawkingstrdlning frin PBH: Betrakta ett PBH med en initial
massa pd 1 X 1010 kg som helt avdunstar vid slutet av sin livstid 7ppg . Antag for
enkelhetens skull att det mesta av Hawkingstralningen emitteras vid denna tidpunkt,
med en temperatur som motsvarar dess initiala massa. Anta ocksd att skalfaktorn for

universum utveckas som a(t) ~ 2/ .

Beridkna toppvéglingden for denna Hawkingstrilning observerad fran jorden, Agapn, [5]
vid den nuvarande epoken (vid ¢ = 14 miljarder ar).

(T12.2d) Hogenergisk kosmisk strilning frin PBH: Antag nu att Hawkingstrilningen som
emitteras vid en given tidpunkt £ motsvarar fotoner som emitteras med en energi
kpTon(t). Dessutom dr den hogsta mdjliga temperaturen for ett svart hal

Plancktemperaturen Tpianck dir kTplanck = 1 X 101° GeV.
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Utvecklingen av skalfaktorn 6ver relevanta tidsskalor visas i foljande figur. Skalfaktorn
dridag satt till ett. £(s) pa tidsaxeln representerar universums dlder i sekunder.

log a(t)

—101+4

T T T T T T T L e T T

0 5 10 15
logt (in s)

En foton med en energi Eqe; = 3,0 X 1020 eV observeras pé jorden. Bestdm de storsta [10]
och minsta méjliga virdena for den initiala massan av PBH ( M;"** respektive M;™™"
) som skulle kunna vara ansvarig for denna foton.
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