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(T01) Misia Daksha [10 bodov]

»Daksha“je navrhovana indickd misia pozostavajica z dvoch satelitov S; a So obiehajacich okolo Zeme po tej istej
kruhovej obeZnej drahe s polomerom r = 7000 km, ale fdzovo posunutych o 180°. Tieto satelity budu pozorovat
vesmir vo vysokoenergetickej oblasti (rontgenové a y-Ziarenie). Kazdy zo satelitov Daksha pouZiva niekolko
plochych, obdlznikovych detektorov.

Aby sme pochopili, ako lokalizovat zdroj na oblohe, pouZijeme zjednoduSeny model misie Daksha.
Predpokladajme, Ze S; md len dva identické detektory Dy a Ds, kazdy s plochou A = 0,50 m?, pripevnené na
nepriehladny drziak M, ako je zndzornené na obrazku niZ§ie. Detektory leZia symetricky okolo osi y v rovindch
kolmych na rovinu z-y a zvieraju medzi sebou uhol a = 120°.
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(T01.1) Pri pozorovani vzdialeného zdroja umiestneného v rovine z-y, detektor D; zaznamenava vykon
P; =2,70 x 107193 571 a detektor Dy zaznamenava vykon Py = 4,70 X 10710751,

Vypotitajte uhol 7, ktory zviera polohovy vektor zdroja s kladnou osou y, pricom sa za kladny [5]
povaZzuje uhol merany od kladnej osi y proti smeru hodinovych ruciciek.

UvaZujte jeden impulz zo vzdialeného zdroja (nie nevyhnutne v rovine z-y), ktory bol zaznamenany oboma
satelitmi (S; a Sg) Daksha. Casy maxima impulzu zaznamenané satelitmi S; a Sy st ¢; a to.

(T01.2) Ak rozdiel t; — t2 bol namerany ako 10,0 + 0,1 ms, urlte aka velka je Cast (zlomok) f nebeskej [5]
sféry (vid angl. verziu), kde by sa mohol zdroj impulzu nachidzat.

(T02) Makar-Sankranti [10 bodov]

Festival "Makar-Sankranti” sa oslavuje v Indii, ked Slnko pri pohlade zo Zeme vstupuje do zvieratnikového
sthvezdia Kozorozec (Makar = KozoroZec, Sankranti = Vstup). V stcasnosti sa oslavuje kazdy rok okolo 14.
janudra. Pred mnohymi rokmi v8ak tento festival pripadal na zimny slnovrat na severnej pologuli, o ktorom
predpokladajme, Ze nastdva 21. decembra.

(T02.1) Na zaklade vyssie uvedenych informacii zistite rok y., kedy sa oslava tohto festivalu naposledy [3]
zhodovala na severnej pologuli so zimnym slnovratom.

(T02.2) Ak Slnko vstupilo pre pozorovatela v Mumbaji 14. januara 2006 o 11:50:13 hod do zvieratnikového [3]
suhvezdia KozoroZec, vypocitajte ditum D, @ miestny €as tqnie; jeho vstupu do Kozorozca v
roku 2013.

T02.3
( ) Festival Makar-Sankranti sa oslavuje na danom mieste v den, ked sa Slnko pri svojom zapade

prvykrat nachddza uz v sthvezdi KozoroZec. Predpokladajte, Ze miestny ¢as zdpadu Slnka pre
Mumbaj je v janudri 18:30:00 hod.
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Oznadte datum oslavy festivalu kazdy rok medzi rokmi 2006 a 2013 (symbolom v v prislusnych [4]
bunkach v tabulke uvedenej v sthrnnom odpovedovom harku (Summary Answersheet)).

(T03) Gravitaéné viny [15 bodov]

Bindrne ¢ierne diery generuju gravitacné viny. Uvazujte dve Cierne diery v Galaxii s hmotnostami M = 36 Mg a
m = 29 Mg, ktoré sa pohybuju okolo ich spolo¢ného taziska po kruhovych drdhach s orbitdlnou uhlovou
frekvenciou w.

(T03.1) Predpokladajuc newtonovsku gravitaciu, odvod'te vyraz pre uhlovu frekvenciu wj,; obeznych drah
¢iernych dier v Case tini, ked vzdialenost medzi ¢iernymi dierami bola 4,0-ndsobkom suctu ich
jednotlivych Schwarzschildovych polomerov, len s vyuzitim M, m a fyzikalnych konStant.

Vypogitajte hodnotu wiy; (v rad s71). [5]

(T03.2) Podla vSeobecnej tedrie relativity Cierne diery na obeznej drahe vyzaruju gravitaéné vlny s frekvenciou
fow takou, Ze 2w fow = waw = 2w. To zmensuje obezné drahy ¢iernych dier, ¢o nasledne zvySuje fgw. Rychlost
zmeny faw je

d 9678/3
J;GtVV = 5 G5/3cﬁMChirpa/3 fé‘,/\in
M 3/5
kde M, = % sa nazyva ,.chirp mass*.
m
Néjdite hodnoty a, B a d. [4]

(T03.3) Predpokladajme, Ze gravitatné viny spojené s udalostou boli prvykrat detekované v ¢ase ti,; = 0. [6]

V zévislosti iba od wyy, Mepirp a fyzikélnych konstant odvodte vyraz pre ¢as tyerge, pOCas ktorého
pozorujeme zlucovanie Ciernych dier, ked sa fqow stane vel'mi vel'kou.
Vypocitajte hodnotu ¢,,e,6, (v sekundéch).

(T04) Balmerov skok [15 bodov]

Uvazujte hviezdu hlavnej postupnosti obklopent hmlovinou. Jej pozorovand magnitida vo V-pasme je 11,315
mag. Ionizovand oblast hmloviny blizko hviezdy emituje ¢iary Ha a Hf; ich vinové dlzky st 0,6563 um a 0,4861
um. Teoreticky predpovedany pomer svetelnych tokov v ¢iarach Ha a HB je fuo/fus = 2, 86. Avsak, ked' toto
Ziarenie prechddza vonkajSou Castou studenej prachovej hmloviny, pozorovany emisny tok v ¢iare Ha je 6,80 X
10" Wm™2 av ¢iare HB je 1,06 x 1071 Wm™2,

Extinkcia A je funkciou vlnovej diZky a je vyjadren4 ako
Ay = k(NE(B - V).

V tomto vztahu je x(A) miera/krivka extinkcie a E(B — V) oznatuje farebny prebytok (farebny exces) pri
pozorovani cez filtre B a V. Miera/krivka extinkcie (s A vyjadrenou v um) je dana nasledovne

o 2,659 x (—1,857+ @) + Ry, 0,63 < A < 2,20
K =
2, 659 x (—2, 156 + 1500 _ Q108 O’fg”) YRy, 0,12<X<0,63
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kde Ry = Ay /E(B — V) = 3,1 je pomer celkovej extinkcie k selektivnej extinkcii.

(To4.1) Vypocitajte hodnoty x(Ha) a x(Hp). [3]
T04.2 EHF-H 4
( ) Vypocitajte hodnotu pomeru farebného prebytku (farebného excesu) M 14]

E(B-YV)
(T04.3) Urtte extinkciu spésobenu hmlovinou Ay, a Ayg, pre vinové dizky Hora HP. [6]

(T04.4) Vypocitajte extinkciu spésobentt hmlovinou (Ay) a zdanlivi magnitudu hviezdy v pAsme V myo [2]
v pripade, Ze by sa okolo nej nenachidzala hmlovina.

(T05) Kvazary [20 bodov]

Kvazar je extrémne Ziarivd aktivna galaxia obsahujica supermasivnu ¢iernu dieru, ktord emituje relativistické
vytrysky Castic. Na obrazku je zobrazend séria rddiovych snimok kvazaru (s ¢ervenym posunom z = 0,53 a
svietivostnou vzdialenostou (luminosity distance) Dy, = 1,00 x 100 ly v roznych ¢asoch. ,Jadro* lezi na zvislej
bielej Ciare, zatial ¢o prud Castic pozostavajuci z ,.bubliny“ (oznacenej bielym symbolom +) sa od neho postupne
vzdaluje. Na kazdej snimke je zobrazeny Cas pozorovania (zacinajuc s Ty pre prvy obrazok) a uhlova skala je
uvedend na vrchu a spodku série snimok.

T,+1186d

T,+1786d

T,+2338d

milliarcseconds
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(T05.1) Pre kazda snimku uréte uhlova vzdialenost bubliny ¢y, (v oblukovych milisekundach) a jej [5]
priecnu vzdialenost Ilpop (v svetelnych rokoch) od jadra kvazaru. Potom vypocitajte zdanliva
rychlost bubliny v priecnom smere (vapp) v ndsobkoch rychlosti svetla Bapp (= vapp/c) pomocou
po sebe iducich pozorovani. Taktiez vypocitajte priemernt zdanliva rychlost S50 za celt dobu
pozorovania.

Vytrysk Castic z kvazaru sa v skutoénosti pohybuje relativistickou rychlostou v = fc, ale nie nevyhnutne v rovine
oblohy; napriklad vytvara uhol 8 (tzv. ,pozorovaci uhol“) vo¢i zornému lac¢u vzdialeného pozorovatela (oznacené
preruSovanymi ¢iarami), ako je zndzornené na nacrte niz$ie.

Pre tato a vSetky nasledujuce Casti ignorujte cerveny posun kvazaru a akékolvek relativistické efekty.

Core
0 Blob at A

to

Blob at B
to + At

Image observed at ta

Image observed at tp

(T05.2) Svetlo vyzarované bublinou v dvoch réznych &asoch t( (zodpoveda pozicii A) a tg + At (zodpoveda
pozicii B) dosiahne pozorovatela v ¢ase t 4 a tg. Pozorovany ¢asovy rozdiel je teda At,pp, = tp — ta.

(Tos2a) Atapp ... [2]
Vyjadrite vyraz pre pomer Ap VYudjuc uhly Sa 6.
(T05.2b) Pomocou tohto pomeru vyjadrite 3,,, v zdvislosti od B a 6. [2]

(T05.3) Pohyb sa nazyva nadsvetelny (superlumindlny), ak zdanlivd rychlost presahuje rychlost svetla (
Bapp > 1), a podsvetelny (sublumindlny), ak nie (8,5, < 1).

(T05.3a) Pre f3,,, = 1, nakreslite hladkt krivku 8 ako funkciu uhla 6 oznacujtcu hranicu medzi [4]
sublumindlnymi a superlumindlnymi pohybmi. Oblast superlumindlneho pohybu v
grafe vySrafujte (///).

(T05.3b) N4jdite najniz$iu skutocnu rychlost vytrysku vyjadrent ako ¢ast rychlosti svetla ( [2]
Blow = Vlow/c) pre vyskyt nadsvetelného (superlumindlneho) pohybu a tiez
zodpovedajuci uhol jeho orientacie 6,,y,.

(T05.4) Najdite vyraz pre maximalny pozorovaci uhol 6,,,,, pre ktory bude mozné dand hodnota 3,,,,. [2]

Jadro kvazaru, jeho centrdlne kompaktné teleso, vykazuje variabilitu emisii v désledku vnuatornych procesov
prebiehajucich v kauzilne prepojenej oblasti. Za velkost (= polomer) tejto oblasti sa zvycajne povazuje priblizne
patnasobok Schwarzschildovho polomeru jadra.

(T05.5) Pre jadro istého kvazaru sa zistilo, Ze sa meni na ¢asovych $kalach priblizne 1 h. V hmotnostiach [3]
Slnka urcte hornd hranicu M., max, hmotnosti centrdlneho kompaktného telesa.

Theory Examination -- SVK - Teéria (SVK)



nnnnnnnnnnnnnnnnnnn

gh )&% Theory Examination Page 5 of 19

(T06) Rotacia Galaxie [20 bodov]

Krivka rotacie nasej Galaxie je urena pomocou merani rychlosti pohybu oblakov neutralneho vodika (HI) ‘pozdiz
zorného lu¢a na roznych galaktickych dizkach uréenych 'z pozorovani v spektralnej ¢iare HI na vinovej dizke 21
cm. Uvazujte oblak HI s galaktickou dlzkou [, nachadzajuci sa vo vzdialenosti R od galaktického stredu (Galactic
Centre; skr. GC) a vo vzdialenosti D od Slnka. Predpokladajte, Ze Slnko je vo vzdialenosti Ry = 8,5 kpc od GC.
Predpokladajte tieZ, Ze Slnko aj HI oblak sa pohybujt okolo GC po kruhovych drahach s uhlovymi rychlostami 2
a () a rotaénymi rychlostami Vya V.

Zlozky rychlosti pohybu pozdiz zorného laca (V;) a prie¢nej rychlosti (V) oblaku mézu byt pri pozorovani zo Slnka
vyjadrené ako

V; = (Q — QQ)RO sinl
Vi = (2 — Qo)Rgcosl — QD

Pri pohlade zo severného galaktlckeho polu prebieha galaktickd rotdcia v smere hodinovych ruciciek. Pocas celého
tohto problému budeme povaZovat rychlost pozdiZ zorného ltca za kladnu, ked sa oblak vzdaluje, a zaroveti
oblaky budt povaZované za bodové objekty.

(T06.1) Do grafu uvedenom na sumarnom odpovedovom harku naértnite \(V_\text{r}\) ako funkciu D, [5]
(D\) od D =0 po D = 2Ry, pre dva zorné lace dané/definované (i) [ = 45° a (ii) | = 135°.
Oznacte kazd z vasich ¢iar/kriviek prislu§nou hodnotou .

(T06.2) Graf nizSie zobrazuje priemerné radidlne (plnd Cervend krivka) a prie¢ne (Ciarkovana modré
krivka) zlozky rychlosti hviezd vo vzdialenosti 100 pc od Slnka, zobrazené ako funkcia galaktickej
dizky.

Velocity (kms™!)

0° 90° 180° 270° 360°
Galactic longitude

Pomocou grafu odhadnite obeznd dobu Slnka (P) okolo stredu Galaxie a vyjadrite ju v milionoch [3]
rokov (Myr).

(T06.3) Jan Oort poznamenal, Ze v slne¢nom okoli (D < R) bude rozdiel v uhlovych rychlostiach (2 — €2
) maly, a teda odvodil nasledujtice aproximacie prvého radu, pre zlozky rychlosti v smere zorného
luca a priecnej rychlosti:

V. = ADsin 21
Vi = ADcos2l + BD

,kde A a Bsuzname ako Oortove konstanty.

UvaZujte dva pripady:

(I) skuto¢nd pozorovana rotac¢nd krivka Galaxie, a

(IT) rota¢nd krivka pre hypoteticky scenar, kde Galaxia je bez tmavej hmoty a predpokladdme celu
hmotnost Galaxie sustredenu v jej strede.

(T06.3a) Odvodte pre obidva uvazované pripady vyrazy pre radidlny gradient rotacnej rychlosti [2]

dav
v polohe Slnka — .
d R=Ry
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(T06.3b) Vyjadrite A a B v zavislosti od Vp, Ro a radidlneho gradientu rotacnej rychlosti v [8]

av
polohe Slnka — .
dR |g-p,

(T06.3c) Pomer (A/B) Oortovych konstant pre dva dané pripady (I) a (II) je definovany ako Fya [2]
Fir. Urcte Fya Frp.

(T07) Dvojhviezda s neutré6novou hviezdou [20 bodov]

V dvojhviezdnom systéme s kompaktnou hviezdou, kde sprievodna hviezda nepresahuje svoju Rocheovu medzu,
je hlavnym zdrojom akrécie kompaktnej hviezdy prave hviezdny vietor sprievodnej hviezdy. Tato hviezdnym
vetrom pohaniand akrécia je obzvlast vyznamna v systémoch, ktoré zahfriaju hviezdu skorého typu (ako je hviezda
O alebo B, dalej oznacovana ako OB hviezda), spolu s kompaktnym objektom, ako je neutrénova hviezda (neutron
star; skr. NS) na tesnej obeZnej drahe.

Uvazujte taky NS-OB dvojhviezdny systém, kde neutrénova hviezda s hmotnostou Mys = 2,0 Mg a polomerom

Rxs = 11 km obieha po kruhovej drahe s polomerom a okolo stredu OB hviezdy rychlostou ve, = 1,5 X 10° m s ™1
(vid obrazok nizsie). Pocas celého tohto problému sa predpokladd, Ze ubytok hmoty z OB hviezdy je sféricky

symetricky a jeho rychlost je Mop = 1,0 x 1074 Myr—L.

OB Star

(T07.1) Akre¢ny polomer R, je definovany ako maximalna vzdialenost od NS, v ktorej moze byt [3]
hviezdny vietor zachyteny NS. Ak je rychlost hviezdneho vetra vo vzdialenosti obeZznej drahy NS

vy = 3,0 X 10° m s7L, uréte Racc pre vys$sie uvedeny systém v km pomocou §tandardného vzorca
pre vypocet unikovej rychlosti.

(T07.2) Predpokladajuc, Ze vSetok zachyteny material je akretovany NS, odhadnite rychlost akrécie hmoty [3]

M, z hviezdneho vetra na NS v jednotkach Myyr 1, pre a = 0,5 au. Zanedbajte ucinky tlaku
Ziarenia a kone¢ného ¢asu vychladnutia akretujticeho plynu.

(T07.3) Teraz uvazujte situiciu, kde sa rychlost hviezdneho vetra vo vzdialenosti obeznej drahy a (blizko [6]
NS) stava porovnatelnou s obeznou rychlostou NS. Miera akrécie hmoty z hviezdneho vetra na NS
by v tomto pripade bola dand vyrazom vo forme M,.. = Mg f(tan 3, q), kde ¢ = Myg/Mog je
pomer hmotnosti binarneho systému a § je uhol v sustave NS medzi smerom rychlosti vetra a
radidlnym smerom od OB hviezdy. Ziskajte vyraz pre f(tan 3, q) za predpokladu Mop > Mns.
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(T07.4) Uvazujme Ze plne ionizovany material akretuje radidlne a je brzdeny sﬂnym magnetickym polom
B neutrénovej hviezdy. Tento efekt moéZe byt modelovany ako tlak dany —— B Predpokladajme 7e
NS mé dipdlové magnetické pole, ktorého velkost v rovnikovej rovine sa men1 so vzdialenostou r

od NS pre r > Rns ako
R 3
B(r) = BO< :fs )

, kde By je magnetické pole na rovniku NS. Predpokladajme, Ze os magnetického dip6lu je totozna
s rotacnou osou NS.

(T07.4a) Ziskajte magneticky tlak Pey 1., Vv rovnikovej rovine v zavislosti od By, Ryg, 7 a [1]
dalSich vhodnych kon§tant.

(T07.4b) Maximalna vzdialenost, kde je akre¢ny tok zastaveny magnetickym polom na rovniku, [7]
sa nazyva magnetosféricky polomer R . Tento tok hmoty bude vyvijat tlak v désledku
relativneho pohybu medzi prichddzajucim hviezdnym vetrom a NS. Ziskajte priblizny
vyraz pre kritické magnetické pole By, , pre ktoré sa Ry, zhoduje s R, a vypocitajte
jeho hodnotu v teslach. Magnetické efekty su zanedbatelné pre r > R, a uvazujte
VUw 2> Uorb-

(TO8) Tiet ¢iernej diery [20 bodov]

Pristroj Event Horizon Telescope (EHT) zaznamenal snimku supermasivnej ¢iernej diery v strede galaxie M 87,
ktora je na l'avom obrazku niZ§ie.

Aby sme pochopili niektoré jednoduché ¢rty tohto obrazka, budeme uvaZovat zjednoduSeny model nerotujicej,
statickej, sféricky symetrickej ¢iernej diery s hmotnostou M = 6,5 x 10°Mg,, obklopenej nehmotnym, tenkym,
rovinnym akreénym diskom s vnatornym polomerom aipner = 6Rsc a vonkaj$im polomerom aouter = 10Rsc,
kde Rgc je Schwarzschildov polomer. Nacrt pohladu zhora je zobrazeny na pravom obrazku niZSie (obrazok nie je
v mierke).

Predpokladame, Ze akre¢ny disk je jedinym zdrojom svetla, ktory treba uvazZovat. Kazdy bod na disku vyZaruje
svetlo vo vSetkych smeroch. Toto svetlo sa pohybuje pod vplyvom gravitaéného pola ¢iernej diery. Draha
svetelnych lucov je riadend dvoma rovnicami uvedenymi nizSie (ktoré si podobné tym pre objekt okolo Slnka):

1, L? 2GM L
—_— ]_ —_ = E M = e
21) + 2r2< ) ; Vy =TW -

kde 7 € (Rgc,00) je radialna suradnica, ¢ € [0,27) je azimutilny uhol a E a L st konStanty suvisiace so
zachovanou energiou a zachovanym momentom hybnosti (v poradi).

V tomto pripade je v, = dr/dt velkost radialnej rychlosti, vg4 je velkost tangencidlnej rychlosti a w = d¢/dt je

uhlova rychlost. Parameter dopadu b pre trajektériu definujeme ako b = L/+v/2E. Casovd dilaticia je pri tomto
probléme zanedbanA.
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Dalsiu uzitoénu rovnicu ziskame derivaciou prvej rovnice:

(T08.1)

(T08.2)

(T08.3)

(T08.4)

dv, L' 3GML®
dt r3 c2ré

Okolo ¢iernej diery mozu existovat kruhové drahy svetla. Najdite pre takéto drahy fotonov [4]
polomer 7, a impaktny parameter by, v zavislosti od M a relevantnych konstant.

Vypotitajte ¢as Tpn vyjadreny v sekundach potrebny na dokoncenie jedného uplného obehu [2]
foténu po kruhovej drahe.

Rovnica radidlnej rychlosti uvedend vysSie (prva rovnica v tejto ulohe) moze byt porovnana s
2

rovnicou pre trajektdrie fotonov v tvare %‘ + Vese(r) = E. Schematicky graf Vegr/ L? ako funkcia r

je uvedeny niZSie.

Vet

(0,0)

Tol ] r

(T08.3a) Graf zobrazuje dva §pecidlne polomery r, a rg. Ziskajte vyrazy pre r, a rg v zavislosti [2]
od M a relevantnych konstant.

(T08.3b) Fotén putujici z akre¢ného disku dovnutra smerom k ¢iernej diere moze v niektorych [3]
pripadoch eSte uniknut do nekonecna. Ndjdite vyraz pre najmensiu hodnotu polomeru
bodu obratu 7 pre takyto foton v zavislosti od M a relevantnych konstant. Ndjdite vyraz
pre minimalnu hodnotu impaktného parametra b,;, pre tento foton.

Lu¢ svetla prichddzajuci z polomeru 7,,, od stredu systému v rovine oblohy bude podliehat
silnému ohybu v désledku graviticie ¢iernej diery a nakoniec dosiahne pozorovatel'a (ozna¢eného
okom) vo velkej vzdialenosti d od systému, ako je znidzornené niZSie.

/r‘d})p

Tactual

Black hole

Pre tohto pozorovatela by sa lu¢ javil v rovine oblohy, akoby pochddzal z iného bodu vo vzdialenosti
Tapp ~ b od stredu ¢iernej diery, kde b je impaktny parameter pre ttto trajektdriu fotonu. Pre body
na akreénom disku pri 7 = 7actual moZno predpokladat nasledujuci vztah:

b(ractual) ~ Tactual(l + ‘RSC/’ractual)l/2

Pre vzdialeného pozorovatela, ako sme my, sa obraz systému pri pohlade na akre¢ny disk zhora [5]
bude javit ako kruhovo symetricky v rovine oblohy. Urcte najvzdialenej$i zdanlivy polomer 7, @
najblizsi zdanlivy polomer rinner Obrazu v astronomickych jednotkach (au).

Theory Examination -- SVK - Teéria (SVK)
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(T08.5) Uvazujte izolovand supermasivnu ¢iernu dieru bez akreéného disku s hmotnostou M = 6,5 X 10°
M. Pocas doby 5 s nastane v bode Z vo vzdialenosti, povedzme, rz = 6 Rgc od Ciernej diery, ako je
zndzornené na obrazku, kratke silné vzplanutie elektromagnetického Ziarenia. Vzplanutie v bode Z
vyZzaruje svetlo vo v§etkych smeroch. Pozorovatel v bode daleko od ¢iernej diery (ozna¢enom okom
na obrazku niz§ie) urobi 60 s dlhu expoziciu oblasti okolo ¢iernej diery.

zZ

Black hole
Vyberte spravnu moznost z nasledujdcich tvrdeni:

(T08.5a) Pocet moznych trajektorif, ktorymi moze svetlo putovat z bodu Z k pozorovatelovi, je [2]
(A) najviac jedna(B) presne jedna (C) presne dve (D) viac ako dve.

(T08.5b) Pocet obrazov vzplanutia elektromagnetického Ziarenia z bodu Z, ktoré budu viditeIné v [2]
dlhej expozicii, je (A) najviac jeden (B) presne jeden (C) presne dva (D) viac ako dva.

(T09) Atmosféricky seeing [35 bodov]

Teleskop s objektivovom s achromatickou konvexnou SoSovkou s priemerom D = 15 cm a ohniskovou
vzdialenostou f = 200 cm je nasmerovany na hviezdu v zenite.

(T09.1) Néjdite priemer dimage Obrazu (v m) bodového zdroja vytvoreného objektivom v jeho ohniskovej [1]
rovine pre zelené svetlo (A = 550 nm), pricom zohladnite iba u¢inky difrakcie.

Obraz astronomického zdroja je tiez ovplyvneny tzv. "atmosférickym seeingom”.

Hranice medzi vrstvami v atmosfére, ako aj indexy lomu tychto vrstiev sa neustile menia v dosledku turbulencii,
zmien teploty a inych faktorov. To vedie k drobnym zmendm v polohe obrazu v ohniskovej rovine d'alekohladu,
zname ako "efekt blikania". Pre zvySok problému, okrem pouZitia difrakéne vymedzenej konecnej velkosti obrazu
hviezdy (ako bolo pouzité vyssie), nebudu zohladnené Ziadne interferencné efekty.

Lavy panel obrazku nizSie ukazuje vertikdlny prierez atmosférou s viacerymi vrstvami réznych indexov lomu (
ni,N2,n3,...). Pravy panel zobrazuje priblizeny pohlad na tenky vertikdlny vysek atmosféry a hranicu medzi

evvs

tieto dve vrstvy a ich hranicu. Diagramy nie st v mierke.
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(T09.2) Nech je hranica medzi dvoma vrstvami vo vy§Ske H = 1 km priamo nad objektivom d'akekohladu,
so sklonom # = 30° vzhladom na vodorovnu rovinu. Vo v8etkych Castiach tohto problému sa uhol 6
povazuje za kladny proti smeru hodinovych ruci¢iek. Pre monochromaticky zdroj svetla, n; =
1,00027 a ny =1,00026. Nech je uhlovy posun obrazu v ohniskovej rovine d'alekohl'adu pre hviezdu
v zenite a.

(T09.2a) Pre hranicu medzi vrstvami nakreslite a vhodne oznacte graf zobrazujuci n1,no, 0 a a. [2]

(T09.2b) Najdite vyraz pre o v zavislosti od 6,m1 a ns. PouZite aproximacie pre malé uhly: [2]
sina~ aacosa = 1.

(T09.2c) Vypotitajte posun Azg (v m) v polohe obrazu, ak 0 vzrastie o 1% (pri zachovani fixnych [3]
nia nz).

(T09.2d) Vypotitajte posun Az, (v m) v polohe obrazu, ak m vzrastie o 0,0001% (pri zachovani [3]
fixnych n; a 0).
(T09.3) Pre biele svetlo prichadzajtice z hviezdy v zenite vyberte, ktora z nasledujucich moznosti najlepsie [2]
vystihuje tvar a farbu obrazu, zaskrtnutim (v') prislusného policka (iba jedno) v siuhrnnom
odpoved'ovom harku. V§imnite si, Ze x sa na obrazku zl'ava doprava zvysuje.

Farba obrazu Tvar obrazu Lavy okraj Pravy okraj
A Biela Kruhovy
B Biela Elipticky
C Farebny Kruhovy Modra Cervena
D Farebny Kruhovy Cervena Modra
E Farebny Elipticky Modra Cervena
F Farebny Elipticky Cervend Modra

Pre vietky zostdvajuce Casti tejto ilohy uvaZzujte monochromatické zelené svetlo s vinovou dizkou A = 550 nm.
Modelujeme hranicu medzi vrstvami ako stubor nekonecnych cik-cak rovin (veducich kolmo na rovinu stranky)
oddelenych d = 10 cm pozdlz osi z, s bud @ = 10° alebo § = —10°.

Obrazok niz§ie (nie v mierke) zobrazuje prieCny rez tohto modelu atmosféry so Sirkou W (W < H). Pre
dalekohlady s velkou aperttrou tito cik-cak povaha hranice vedie k tvorbe $kvin v rovine ohniska.

Theory Examination -- SVK - Teéria (SVK)
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Light Rays

(T09.4) Uvazujte atmosféru modelovanu ako vyssie.

(T09.4a) Cast atmosféry s cik-cak rovinami iducimi po sebe, rovnakych parametrov, ako st
uvedené vys$ie, je zobrazend na obrazku nizZSie (nie v mierke).

Light rays

na2

ni

Na tomto diagrame, reprodukovanom v suhrnnom odpovedovom harku, nakreslite
drahy dopadajucich svetelnych lucov aZz po rovinu, kde je umiestneny objektiv
dalekohl'adu, zobrazenu sivou bodkovanou ¢iarou.

Na diagrame oblast (alebo oblasti) - ak takd existuje - , kde nedopadnu ziadne svetelné [4]
luce, oznacte pismenom ,.X“.

(T09.4b) Vypocitajte Sirku Wy takej oblasti (¢i oblastf). [3]

Theory Examination -- SVK - Teéria (SVK)
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(T09.4c) Najdite najvacsi priemer D,y objektivu dalekohladu, s ktorym bude mozné vhodnym [4]
vyberom polohy dalekohladu vzhladom na Struktdru hranice ziskat iba jeden obraz

hviezdy.

(T09.5) Uvazujte pripad, ked je cik-cakovity tvar hranice povoleny v oboch osiach x a y (ako pole [6]
pyramid),a D =100 cm (a f = 200 cm).

Nakreslite kvalitativny vzor vyslednych $kvin do poli¢ka uvedeného v sthrnnom odpovedovom
harku.
Pre turbulentni atmosféru opit uvaZujte rovnaky paralelne prebiehajuci cik-cakovity tvar [5]

hrani¢nej vrstvy iba pozdlZ smeru osi z, ale teraz sa uhol medzi dvoma rovinami meni v priebehu
1,0 s rovnomerne z 10° na —10°. Predpokladajte, Ze to vedie k rovnomernej zmene polohy obrazu.

(T09.6)

Uvazujte dalekohlad s D = 8 cm a f = 1 m. Odhadnite najdlhsi expozi¢ny ¢as tmax povoleny pre
jeho CCD kameru, aby sa ziskal iba jeden obraz a akdkolvek mozna odchylka v jeho polohe zostala

mens§ia ako 1 % difrakciou vymedzeného priemeru obrazu.

(T10) Nukleosyntéza po Velkom tresku [35 bodov]

Polas éry Ziarenia v ranom vesmire je $kalovaci faktor vesmiru a o t!/2, kde t je ¢as od Velkého tresku. Pocas
vacSiny tejto éry zostavaju prostrednictvom slabych interakcii neutrény (n) a protdny (p) v termalnej rovnovahe
medzi sebou. Pocetnost (IN) volnych neutrénov alebo proténov zavisi od teploty 1" a ich zodpovedajicich

hmotnosti m podla vztahu

2
N o« m®/? exp <—Z;—CT> ,

, kde ¢as t < tyx =1,70 s, ked kT > kTwr =800 keV. Po tyi uz slabé interakcie nemoézu udrziavat takuto
rovnovahu a volné neutrény sa rozpadaji na protény s pol¢asom rozpadu 610,4 s.

(T10.1) Nech je (objemova) hustota proténov N, a neutrénov IN,. Vypocitajte relativnu pocetnost [4]
neutrénov dant pomerom X, i = Ny, /(N + N,) v Case t.
(T10.2) Fotony udrziavaju vo vSetkych érach tepelnt rovnovéahu, pri¢om zachovavajua spektrum ¢ierneho
telesa.
(T10.2a) Najdite index B, pricom T'(a) o a’. [2]
(T10.2b) Urcte, ktory z nasledujucich grafov zobrazuje spravne spravanie spektralnej hustoty [2]
energie pre dve teploty 77 a T5. Oznaéte (v') spravnu moznost v suhrnnom
odpovedovom harku.
s A T2>T1|<| B T2>T1 | C - 2>Tl 5D - T2>T1| 5| E T™>Tl
2 -—-T1 |2 -—-T1 |2 J \\ -—-T |2 N -—-T1 |2 -—- Tl
3 ™ |2 ™ |8 ! \ n|g| ! % ™ |2 e
2 & e ! el \ 2
e E E ! \ E| N E
s 5 5 H \ S| I \ O
] 9] ] 1 \ Q| 1 \ 9]
o s, o i~ o 1 \ o | \ Q =
(2] N () /7N o [ \ CUN N 7] 7N
o i Y o o \ o H \ ol | \ o i N
=] ] \ 2 I \ 2 1 N o\ b L] I \
] \ ] \ I \ 1 \ I N
log A log A log A log A log A
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(T10.3)

(T10.4)

(T10.5)

(T10.6)

(T10.7)

Po twx je proces tvorby deutéria z protdnov a neutrénov riadeny Sahovou rovnicou, ktora odvodil
indicky fyzik Prof. Meghnad Saha, a ktora sa d4 zjednodusit na

ND —6.5 kBT 3/2 ex _ (mD — mp — mn)c2
N, n myc? P kT )

Tu je pomer baryénov k fotonom 16,1 x 107'%, a Np, je hustota deutéria.

(T10.3a) Vykreslite pomer Np/N, na mriezke v suhrnnom odpovedovom harku (Summary [5]

Answersheet) pre aspori 4 primerane rozmiestnené hodnoty teploty, ktoré lezia v
rozsahu kg7 = [60, 70] keV a nakreslite hladku krivku prechddzajtcu tymito bodmi.

(T10-30) 7 oot najdite kg T,y (v keV), ked Ny, = N, [1]

(T10.3c) Namiesto toho teraz predpokladajte, Ze vSetky volné neutrény sa okamzite spoja s [4]
proténmi pri kg7, a vznika deutérium, ktoré sa v§etko okamzite premenf na hélium (

gHe). Vypocitajte zodpovedajucu éru alebo ¢as nukleosyntézy ¢, (v s) pre tvorbu
hélia.

Vypotitajte hodnotu X, . bezprostredne pred .. [5]

Prvotna (primordialna) abundancia hélia Ypim je definovana ako zlomok celkovej baryonickej [3]
hmoty vo vesmire, ktord je viazand v héliu tesne po tyuc. Ziskajte teoreticky odhad hodnoty Yprim.
Pre ucely iba tohto vypoctu predpokladajte, Ze m, ~ my a Ze hmotnost hélia mpe ~ 4my.

Prvotné mnozstvo hélia je velmi tazké merat, pretoZze hviezdy vo vesmire neustile premienaju
vodik na hélium. MnoZstvo spracovania hviezdami v galaxii je charakterizované relativhou
hustotou kyslika (ktory je produkovany iba hviezdami) k vodiku, oznacenou ako (O/H). Kompilacia
merani (O/H) a mnozstva hélia Y pre rozne galaxie je zobrazend nizsie.

0.250 1
0.248 1

%
oase FLEEETES
T

0.244 4

yyyyyyyy ISR B sy S L S N N ML
50 x 1076 100 x 1076 150 x 1076 200 x 10°°

(O/H)

Pouzite vSetky body v tomto grafe (ktory je zobrazeny v sihrnnom odpovedovom harku) na
zodpovedanie nasledujdcich otazok.

(T10.62) [2]

Odhadnite Y pre modra kompaktn trpasli¢iu galaxiu s hodnotou (O/H)=1,75 x 1074,

(T10.6b) Ziskajte sklon dY /d(O/H) priamky prisposobenej vyssie uvedenym tdajom. [2]

(T10.6¢) - Odhadnite na zaklade vyssie uvedenych pozorovani prvotné mnozstvo hélia Y003 . [2]

Odchylku medzi Yyrim @ Yp‘;?lil moZno znizit zmenou pomeru baryénov k fotonom 7. Ked sa  znizi, [3]
ako je uvedené §ipkou | v sthrnnom odpovedovom harku, oznacte zvy$enie (1) alebo zniZenie ({

) V. Np/Nu(T), Thue (ked Np = Np), tnuc, Xn,nuc @ Yprim v poli€¢kach nachadzajucich sa v
suhrnnom odpovedovom harku.
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(T11) Hviezdy cez grafy [50 bodov]

Hviezdy je moZné dobre aproximovat ako sféricky symetrické objekty, a preto mozZno radidlnu vzdialenost r od
stredu zvolit ako jedinu nezdvislu premennu pri modelovani vnutornych oblasti hviezd. Hmotnost obsiahnuta v
guli s polomerom 7 je oznacena ako m(r). Svietivost I(r) je definovana ako Cistd energia pradiaca von cez sféricky
povrch s polomerom 7 za jednotku ¢asu. Iné zaujimavé veli¢iny, napriklad hustota p(r), teplota T'(r), hmotnostny
pomer vodika X(r), hmotnostny pomer hélia Y (r) a jadrova energia generovand na jednotku hmotnosti za
jednotku ¢asu €y (), st povazované za funkcie 7. V priebehu tohto problému budeme zanedbavat uinky difazie
a gravitatného usadzovania prvkov vnutri hviezdy.

Symbol "log" oznacuje logaritmus so zdkladom 10. Problém pozostdva z troch nezavislych casti.

(T11.1) Cast 1: Vnutri hviezdy
Graf niz§ie ukazuje zmenu troch §trukturdlnych veli¢in A, B a C, ako funkcie &asti polomeru r/R v
hviezdnom modeli s hmotnostou 1 M, a vekom 4 GYr, kde R je polomer fotosféry hviezdy. Hodnoty
hmotnostného pomeru hélia na (fotosférickom) povrchu Y; a metalicity (hmotnostny zlomok
vSetkych prvkov taz§ich ako hélium) na (fotosférickom) povrchu Z; hviezdy sa dané ako (Y, Z;) =
(0,28, 0,02). Vsetky veli¢iny zobrazené na grafoch su normalizované podla ich prislu§nych
maximdalnych hodnot.

S o =
0 v o

S 9
> =

0.5

Normalized Quantities

et e
[T R AN

=
o

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
r/R

(T11.1a) Kazdu ztroch veli¢in A, B a C jednoznacne prirad'te k jednej z piatich moznosti: [6]
T(r), l(r), €quc(r), X(7), Y(r).

(Napiste A/B/C do policok vedla prislu§nych veli¢in v sthrnnom odpovedovom harku.
Vasu odpoved nemusite odovodriovat.)

(T11.1b) Aky je hmotnostny pomer hélia v jadre Y, hviezdy? [3]

(T11.1c) Nakreslite zostavajuce dve veli¢iny zo zoznamu piatich (ktoré neboli identifikované ako [5]
krivky A, B alebo C) uvedenych v (T11.1a), ako funkcie r/R na rovnakom grafe v
suhrnnom odpovedovom harku a oznacte ich prislu§nymi veli¢inami.

(T11.2) Cast 2: Vyvijajtice sa hviezdy

UvaZzujte vyvoj hviezdy s hmotnostou 1M, ktorej pociato¢né rovnomerné zloZenie je dané
pomerom hmotnosti hélia Yy = 0, 28 a kovov Zy = 0, 02. Obrazky niz§ie ukazujui zmenu réznych
globalnych veli¢in tejto hviezdy, ked sa vyvija od ZAMS (Zero Age Main Sequence) aZ po koniec
spalovania hélia v jej jadre.

Graf niz8ie ukazuje drahu vyvoja hviezdy na H-R diagrame (graf log L /L, vs log Ty, kde L je
povrchova svietivost a T je efektivna teplota).
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log L/Lg,
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Obrazok nizZsie obsahuje $tyri grafy, ktoré ukazuju zmenu T (v K), L (zobrazené akolog L/ L), R

(zobrazené ako log R/Rw) a Y, s vekom (v 10° rokov) tej istej hviezdy. Pre objasnenie, krivky
kaZdom z tychto Styroch grafov zobrazujui podrobné zmeny prislu§nych veli¢in medzi vekmi 11,86
10° rokov az 12,00 x 10° rokov.

v
X

S o I ————— . T [T ]
— \
5500 30 31
5200
25 o
20004700 ¢ 20
< 4500 3 3
g P 4200 o0 1D
& e Lo 19 L—/\/ /
400013700 ' /
05 L5
11.86 1190 11.94 log [ L—
3500 ——3200 - e
11.86 11,90 11.94 11.98 0 ===
-0.5
W5 3 1 5 6 7 8§ 9 10 1 1 0o 1 2 3 4 5 6 T 8 9 10 11 12
Age (10° yrs) Age (10? yrs)
2.25 1.00
0.90
175 0.80
= 0.70
19
0 125 . 0.60
= 15 = 050 10
Z 075 13 0.40 0.
L1 0.30 L
0.25 & 0.20 Ll
. I'T.o0 T30 Iry4 E[y/]ez /// 010 0.2
o 6.0 5 B e N
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 0 1 2 3 4 5 6 7T 8 9 10 11 12
Age (107 yrs) Age (10° yrs)
Pouzite tieto grafy na vyrieSenie uloh niZSie.
(T11.2a) AKka je priblizna Zivotnost hviezdy na hlavnej postupnosti tys (v rokoch)? [1]
(T11.2b) Aké je priblizna doba Atg. (v rokoch), pocas ktorej hviezda spaluje vo svojom jadre [1]
hélium?
(T11.2c) AKkA4 &ast fg pociatoéného mnozstva vodika v jej strede bola spalend, ked je svietivost [3]
hviezdy 1 Lg?
(T11.2d) Aky je polomer hviezdy R; (v jednotkach Rg), ked 60% pociatoéného mnozstva [3]
vodika v jej jadre bolo spalené?
(T11.2e) Aké su polomery hviezdy, Rp a Rq (v jednotkach R), zodpovedajuce jej poziciim Pa [4]

Q, ako su oznacené na H-R diagrame?
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(T11.3) Cast 3: Rozdelenie hmoty vnutri hviezdy

Rovnica, ktord vyjadruje rozdelenie hmoty vnutri hviezdy, je

dm(r)
dr

= 47r? p(r)

Bolo by vhodné vyjadrit tuto rovnicu pomocou troch bezrozmernych premennych, konkrétne
pomeru hmotnosti g, pomeru polomerov z, a relativnej hustoty o, ktoré definujeme ako

q=m/M z=r/R o=p/p

, kde M a R su celkova hmotnost a polomer hviezdy a p = je priemernd hustota hviezdy.

% mR3
Pre konkrétnu hviezdu, ktord budeme v tejto ¢asti uvazovat, st uvedené nasledujice informécie:

« Centralna hustota p(z = 0) = 80p

« Polovica hmotnosti hviezdy je obsiahnutd vnutri 25 % jej celkového polomeru a 70 % jej hmotnosti je
obsiahnutych vnutri 35 % jej celkového polomeru.

Vo vsetkych nasledujucich castiach tejto otdzky bude postacujtice zaokruhlit v§etky odvodené
numerické koeficienty na 0,005.

(T11.3a) Vyjadrite vy$$ie uvedend rovnicu opisujucu zavislost hmotnosti od polomere pomocou [2]
G
T dx

ao(z).

Na ziskanie rozloZenia hmotnosti podla polomeru potrebujeme poznat profil hustoty
vnutri hviezdy. Pre ucely tohto problému opiSeme zmenu hustoty podla polomeru
pribliznymi formami v dvoch oblastiach «:

« vnutornd ¢ast hviezdy: 0 < z < 0, 32
« strednd Cast hviezdy: 0,32 < =z < 0,80

Pre vonkajsiu ¢ast, t.j. 0,80 < o < 1,00, nerobime Ziadnu aproximdciu.
(T11.3b) Aproxim4cia pre strednti Cast:

Zmena log o ako funkcia log x v strednej ¢asti hviezdy je zobrazena (Ciernou krivkou) v
grafe niz§ie. Urobime linedrnu aproximdciu (zobrazenu preruSovanou Cervenou ¢iarou)
pre logo ako funkciu logz v oblasti —0,5 < logx < —0,1, tj. 0,32 <z < 0,80
(zobrazené zelenou tiefiovanou oblastou). Dalej aproximujeme sklon tejto ¢iary na
najblizsie celé Cislo.

-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1
log «

Pouzite tuto aproximéciu na napisanie vyrazu pre o(x) ako funkciu z v oblasti [4]
0,32 <z <0,80.
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(T11.3c)

(T11.3d)

(T11.3¢)

Pouzite vysledok z (T11.3b) na odvodenie vyrazu pre g(z) v oblasti 0,32 < x < 0, 80. [6]

Aproxim4cia pre vnuatornt ast:

Vo vnutornej ¢asti hviezdy (0 < z < 0,32) moZe byt hustota aproximovana ako [8]
linearna funkcia polomeru, tj. o(z) = Az + B,kde A, B st konstanty. Uréte Aa B, a

tym ziskajte vyraz pre g(x) v oblasti 0 < z < 0, 32. Upozorfiujeme, Ze aproximacie
prijaté v predchadzajucej Casti a tejto Casti mo6Zu viest k malym nespojitostiam v
hustote alebo hmotnosti pri z = 0, 32.

Vyrazy pre g(z) ziskané v ¢astiach (T11.3c) a (T11.3d) st aproximécie, ktoré dobre [4]
opisuju zmenu hmotnosti podla polomeru, ale iba v $pecifickych oblastiach hviezdy.

Pre oblast 0,80 < z <1 (pre ktort sme neodvodili Ziadny vyraz), je mozné pouZit
vhodnu extrapoléciu z prilahlej oblasti. PouZite tieto priblizné vyrazy a dané udaje na
nalrtnutie hladkej krivky (bez nespojitosti v g(z) alebo jeho derivécii) pre g(x) vs x pre

celd hviezdu (0 < = < 1), ktord predstavuje zmenu hmotnosti podla polomeru.

(T12) Hawkingovo Ziarenie z &iernych dier [50 bodov]

(T12.1) Cierna diera (BH) sa typicky formuje gravitatnym kolapsom masivnej hviezdy na konci jej
zivotného cyklu do bodu nazyvaného singularita. Kvoli extrémnej gravitacii takéhoto objektu nic, ¢o
vstupi do takzvaného horizontu udalosti (gulovd plocha s r = Rgc, kde r je vzdialenost od
singularity), z neho nedokaze uniknut. Tu sa Rgc oznacuje ako Schwarzschildov polomer.

(T12.1a)

(T12.1b)

(T12.1¢)

Modelovanie p6vodu Hawkingovho Zarenia: Uvazujte dvojicu castic, kazdu s
hmotnostou m, ktord vznikla na oboch strandch horizontu udalosti ¢iernej diery. Jedna
Castica je mierne mimo horizontu na r ~ Rgc, zatial ¢o druh4 Castica je vnutri horizontu
nar = kRgc. Predpokladajte, Ze celkovd energia Castice je suctom jej energie kludovej
hmotnosti mc? a gravitaénej potencialnej energie v dosledku &iernej diery.

Urcte hodnotu &, pre ktortt ma dvojica ¢astic nulovu celkovu energiu. [4]

Teplota Ciernej diery: Ak ma castica vytvorend mimo horizontu v uvedenom procese
dostato¢nu kinetickd energiu, moZe uniknut z ciernej diery v procese nazyvanom
Hawkingovo Ziarenie. T4, ktord je vo vnutri horizontu a mé zipornu energiu, je
absorbovand a znizuje hmotnost ¢iernej diery.

Predpokladajme, Ze vSetko Hawkingovo Ziarenie je tvorené fotéonmi so spektrom
absolutne ¢ierneho telesa, ktoré vrcholi pri vinovej dizke App ~ 16 Rsc. Je zname, Ze
pre ¢iernu dieru s hmotnostou Slnka je Rsc, o =2,952 km.

Ziskajte vyraz pre teplotu, Ty, Ciernej diery zodpovedajtcej tomuto Ziareniu ¢ierneho [4]
telesa, v zavislosti od jej hmotnosti My, a fyzikdlnych konsStint. Vypocitajte
Schwarzschildov polomer Rsc, 100 a teplotu Thy, 100 pre Ciernu dieru s hmotnostou 10

Mo.

Ubytok hmotnosti &ernej diery: Predpokladaijte, 7e Hawkingovo Ziarenie je vyZarované z
horizontu udalosti.

Pomocou ekvivalencie hmotnosti a energie ziskajte vyraz pre rychlost ubytku hmotnosti
dMypy(t)/dt v zavislosti od hmotnosti Myy(t) Ciernej diery a fyzikalnych konstant.

Ziskajte teda vyraz pre Mpy(t) pre Ciernu dieru s pociatotnou hmotnostou M. [8]
Nakreslite Mpp(t) ako funkciu t od My, = My po Mpp = 0.
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(T12.1d) Zivotnost &ernej diery: Ziskajte vyraz pre Zivotnost Tpy, pri ktorej sa ¢ierna diera s [3]
pociato¢nou hmotnostou M|, uplne vypari v dosledku Hawkingovho Ziarenia, v
zéavislosti od My a fyzikalnych kon$tant. Vypocitajte Zivotnost myh 100 (v sekundach)

pre ¢iernu dierus My = 10 M.

(T12.1e) Cierna diera obklopen4 kozmickym mikrovinnym Zarenim: uvazujte izolovanu &iernu
dieru vo vesmire, daleko od inych telies, s aktudlnou teplotou 77°%, obklopenu

kozmickym mikrovilnnym pozadim (Cosmic Microwave Background, CMB) s aktudlnou
teplotou T 207 = 2,7 K. Cierna diera moZe zvySovat svoju hmotnost absorbovanim CMB

Ziarenia a stracat svoju hmotnost Hawkingovym Ziarenim.

Beruc do uvahy zrychl'ujucu sa expanziu vesmiru, uréte, ktoré z obrazkov dolu ukazuju
dlhodoby ¢asovy vyvoj T}, v nasledujucich troch pripadoch:
XTI > Ty, (VDT = Toop s () TyY < Toh

cmb cmb *

Ton(t) @ Ton (1) @ Ton(t) @

now now now
v —— AN iy

t — oo

Q)

t — o0 tnow
@ Thn(t)

t
p— \/
w t

t— o0 thow

RN

tnow t =00 tn t — 00

Oznacte svoju odpoved zaskrtnutim prislu§ného policka (iba jedno) pre kazdy pripad [6]
X, Y alebo Z v tabulke uvedenej v sthrnnom odpovedovom hérku, ktory zodpoveda
prisluSnému ¢islu obrazku.

(T12.2) Prvotné Cierne diery (Primordial Black Holes, PBHs) s ovela mens§imi hmotnostami mohli vzniknut
vo velmi ranom vesmire. VSetky nasledujuce tulohy sa tykaju PBHs. Tu modZeme zanedbat
akékolvek procesy, ktoré zvySuju hmotnost Ciernej diery.

(T12.2a) PBH vyparujica sa v sufasnej ére: Ako ste si mohli v§imnut z odpovedi na
predchadzajtice tulohy, Cierne diery s hmotnostou Slnka by potrebovali dlhy ¢as na
vyparenie. AvSak, kedZe PBH mo6Zu mat ovela menSiu hmotnost, méZzeme ich vidiet
vyparovat sa v sucasnosti.

N4jdite poc¢iatoénti hmotnost My, per (v kg), Schwarzschildov polomer Rgc, ppr (v m) [4]
a teplotu Tppy (v K) Ciernej diery, ktora sa mdze uplne vyparit v sucasnej dobe, tj. tie s
dobou Zivota 7pgg = 14 miliard rokov.

(T12.2b) Formovanie PBH: V ranom vesmire, v ktorom dominovalo ziarenie, sa Skalovaci faktor
menil ako a(t) ~ t!/2. V tomto obdobi sa PBH formovali v dosledku kolapsu vietkej
energie obsiahnutej v oblasti fyzickej vel'kosti ct, kde ¢ je vek vesmiru v tom case.

PBH s hmotnostou 1 x 10!2 kg sa formuje, ked je vek vesmiru priblizne 1 x 10723 s. [6]
Vypocitajte vek vesmiru, a0, ked sa formuje PBH s hmotnostou 1 x 1020 kg.

(T12.2c) Pozorované spektrum Hawkingovho Ziarenia z PBH: Uvazujte PBH s podiatoénou

hmotnostou 1 x 1010 kg, ktor4 sa na konci svojho Zivota tiplne vypari Tpgy. Pre tuto &ast
predpokladajte pre jednoduchost, Ze vicSina Hawkingovho Ziarenia je doteraz vyziaren4,
s teplotou zodpovedajucou jeho pociatoénej hmotnosti. TieZ predpokladajte, Ze Skalovaci

faktor vesmiru sa vyvija ako a(t) ~ ¢2/3.

Vypotitajte vinovt dizku maxima tohto Hawkingovho Ziarenia, ako je v sti¢asnej ére [5]
(prit = 14 miliard rokov) pozorované zo Zeme A, 4p-
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(T12.2d) Vysokoenergetické kozmické Ziarenie z PBH: Teraz predpokladajme, Ze Hawkingovo
Ziarenie emitované v danom ¢ase ¢ zodpoveda fotonom emitovanym s energiou kThn(t)
. Najvy$sia moznd teplota pre ¢iernu dieru je Planckova teplota Tpupncks kKde kpTplanck =
1x 1019 Gev.

Evolucia $kalovacieho faktora v priebehu relevantnych ¢asovych mierok je zndzornena
na nasledujucom obrazku. Skalovaci faktor ma v sucasnosti hodnotu 1. ¢(s) na casovej
osi predstavuje vek vesmiru v sekundéach.

log a(t)

—10

0 ) 10 15
logt (in s)

Ak je na Zemi pozorovany foton s energiou Ege; = 3,0 x 1020 eV, urCte najvicsie a [10]
najmensie mozné hodnoty pociatonej hmotnosti PBH (M;™™* a Mj™™), ktoré by
mohli vyZiarit tento foton.
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