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(T01) Missdo Daksha [10 pontos]

"Daksha" é uma missdo indiana proposta que consiste em dois satélites S; e Sy a orbitar a Terra na mesma 6rbita
circular de raio r = 7000 km, mas com uma diferenca de fase de 180°. Estes satélites observam o Universo no
dominio das altas energias (raios X e raios 7). Cada um dos satélites da missdo Daksha utiliza varios detectores
planos e rectangulares.

Para compreender como localizar uma fonte no céu, vamos usar um modelo simplificado da missdo Daksha.
Assume que o satélite S; tem apenas dois detectores idénticos, D1 € D2, cada um com uma area A = 0,50 m?2, fixos
numa estrutura opaca M, tal como é mostrado na figura abaixo. Os detectores estio dispostos simetricamente em
torno do eixo do y, em planos perpendiculares ao plano z-y e formam entre si um angulo o = 120°.
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(T01.1) Ao observar uma fonte distante localizada no plano z-y, o detetor D; regista uma poténcia P; =
2,70 x 10710 7571 e o detector Dy regista uma poténcia Py = 4,70 X 1071031,

Estima o Angulo 7 formado pelo vetor posi¢io da fonte com o semi-eixo positivo de y, considerando [5]
como positivo o dngulo medido no sentido contrario ao dos ponteiros do relogio a partir do semi-
eixo positivo de y.

Considera um unico impulso proveniente de uma fonte distante (ndo necessariamente no plano z-y) registado por
ambos os satélites (S; e S,) da missdo Daksha. Os tempos dos picos dos impulsos registados por S; e S, sdo t; e tq
, respetivamente.

(T01.2) Se t; — to foi medido como sendo 10,0 + 0,1 ms, determina a fracdo f da esfera celeste onde a [5]
fonte poder estar localizada.

(T02) Makar-Sankranti [10 pontos]

O festival de "Makar-Sankranti” é celebrado na India quando o Sol parece entrar na regido zodiacal de Capricornio
(Makar = Capricdrnio, Sankranti = Entrada), tal como é observado a partir da Terra. Atualmente, este festival é
celebrado por volta do dia 14 de janeiro todos os anos. H4 muitos anos, este festival coincidia também com o
Solsticio de Inverno no hemisfério norte, que assumimos ter lugar a 21 de dezembro.

(T02.1) Com base na informacdo acima, determina o ano y. em que a celebracdo deste festival coincidiu [3]
pela ultima vez com o Solsticio de Inverno no hemisfério norte.
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(T02.2) Se o Sol entrou na regido zodiacal de Capricornio as 11:50:13 (hora local) no dia 14 de janeiro de [3]
2006 em Mumbai, calcula a data Depter € @ hora local tepter da sua entrada em Capricérnio no ano
de 2013.

(T02.3) O festival Makar-Sankranti é celebrado, num determinado local, no dia do primeiro pér do Sol na
regido zodiacal de Capricérnio. Podes assumir que, em Mumbai, a hora local do pdér do Sol em
janeiro € 18:30:00.

Indica a data de celebracio do festival em cada ano entre 2006 e 2013 (assinalando com um (v')a [4]
caixa respetiva na tabela fornecida na Folha de Respostas).

(T03) Ondas gravitacionais [15 pontos]

Buracos negros bindrios em 6rbita geram ondas gravitacionais. Considera dois buracos negros, na nossa Galéxia,
com massas M = 36 My e m = 29 Mg, que descrevem orbitas circulares com frequéncia angular orbital w em
torno do seu centro de massa.

(T03.1) Assumindo a gravidade newtoniana, deduz uma expressdo para a frequéncia angular wiy; das
orbitas dos buracos negros num instante ¢;,; em que a separacdo entre os buracos negros era 4,0
vezes a soma dos seus respetivos raios de Schwarzschild, em fun¢do apenas de M, m e das
constantes fisicas.

Calcula o valor de wip; (in rad s™1). [5]

(T03.2) Narelatividade geral, os buracos negros em 6rbita emitem ondas gravitacionais com uma frequéncia
fow, tal que 2w few = wew = 2w. Esta emissdo faz com que as orbitas dos buracos contraiam, o
que, por sua vez, aumenta fow. A taxa de variagido de fow € dada por:

d 8/3
faw _ 9675r G5/3C*8Mchirpa/3f5/3

dt GW>»
de M (nM)*P _( esignad de chi
onde My = —————— ¢é designada por massa de chirp.
h: 1Y (m+ M)1/5 g p rp
Determina os valores de a, S € 6. [4]

(T03.3) Assume que as ondas gravitacionais associadas ao evento foram detectadas pela primeira vezno [6]
instante ¢iy; = 0.

Deduz uma expressdo para o instante observado de fusdo dos buracos negros, tyerge, quando fow
se torna muito grande, em funcdo apenas de wini, Mcnirp € das constantes fisicas.
Calcula o valor de tyerge (em segundos).

(T04) Decremento de Balmer [15 pontos]

Considera uma estrela da sequéncia principal rodeada por uma nebulosa. A magnitude observada da estrela na
banda V é de 11,315 mag. A regido ionizada da nebulosa, proxima da estrela, emite linhas de Ha e HfS, com
comprimentos de onda de 0,6563 um e 0,4861 um, respetivamente. O racio teoricamente previsto dos fluxos nas
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linhas Ha e HB € fua/fug = 2, 86. No entanto, quando esta radiacio atravessa a parte exterior da nebulosa fria e

poeirenta, os fluxos de emissdo observados das linhas Ha e Hf sio, respetivamente, 6,80 x 101> W m™ e 1,06 x
10 wWm™2,

A extingdo Ay é uma funcio do comprimento de onda expressa-se por
Ay =k(ANE(B-YV).

Aqui, k() é a curva de extincdo e E(B — V) representa o excesso de cor nas bandas fotométricas B e V. A curva
de extingio (com A em pwm) é dada por:

| {2,659>< (—1,857+ %) + Ry, 0,63 < A < 2,20
K g
| 2,659 (—2, 156 + 1500 _ Q55 Ofil) YRy, 0,12<)<0,63

onde, Ry = Ay/E(B — V) = 3,1 é arazdo entre a extingdo total e a extingdo seletiva.

(T04.1) Determina os valores de k(Ha) e k(Hp). [3]

T04.2 — 4
( ) Determina o valor da razdo do excesso de cor M . [4]
E(B_V)

(T04.3) Estima a extingio devida & nebulosa, Ay, e Apg, nos comprimentos de onda Ha e HpB, [6]
respetivamente.

(T04.4) Estima a extincdo da nebulosa (Ay) e a magnitude aparente da estrela na banda V, myg, na [2]
auséncia da nebulosa.

(T05) Quasares [20 pontos]

Um quasar é uma galdxia ativa extremamente luminosa, alimentada por um buraco negro supermassivo que emite
jactos relativisticos. A figura mostra uma série de painéis com imagens no radio de um quasar (com um desvio
cosmolégico para o vermelho de z = 0,53 e uma distincia luminosidade de Dy, = 1,00 x 100 ly) em diferentes
instantes. O "nucleo” estd alinhado com a linha branca vertical, enquanto um jato, consistindo num "aglomerado”
(indicado com uma cruz (+) branca) se afasta do "nucleo” ao longo do tempo. Cada painel mostra o instante de
observacdo (comecando com 7 para a primeira imagem) e a escala angular ¢ indicada na parte superior e inferior
da figura.
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(T05.1) Determina a separagdo angular do "aglomerado”, ¢y, (em milissegundos de arco), e a sua [5]
distancia transversal, [pjop (em anos-luz), em relacdo ao "nucleo” do quasar para cada observacio.
Depois, calcula a velocidade aparente do "aglomerado” na direcdo transversal (vapp) cOmo uma
fracdo da velocidade da luz, Bapp (= vapp/c), usando observagdes consecutivas. Calcula também a

velocidade aparente média 3,7 ao longo de todo o perfodo de observacao.

O jato do quasar move-se, na realidade, a uma velocidade relativistica v = fBc, mas nao necessariamente no plano
do céu. Por exemplo, forma um 4ngulo @ (o "angulo de observacio”) em relacdo a linha de visdo de um observador
distante (indicado pelas linhas tracejadas), como se mostra no esquema abaixo.

Para esta parte e todas as partes seguintes, ignora o desvio cosmolégico para o vermelho do quasar e quaisquer
efeitos relativistas.
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(T05.2) A luz emitida pelo "aglomerado” em dois instantes diferentes ¢ (correspondente a posicdo A) e
to + At (correspondente a posi¢do B) chega ao observador em t4 e tg, respetivamente. Assim, a
diferenga de tempo observada € At,,, = tp — t4.

(T05.2a) . i Atapp [2]
Determina uma expressdo para a razio Az em termos de Se 6.
(T05.2b) Usando a razdo da alinea anterior, expressa 4, em funcio de Se 6. [2]

(T05.3) O movimento diz-se superluminal se a velocidade aparente exceder a da luz (B,,, > 1) e
subluminal se ndo exceder (Bapp < 1).

(T05.3a) Para B,,, = 1, traca uma curva suave de  em fungdo de 6 para marcar a fronteira entre [4]

movimentos subluminais e superluminais. Sombreia a regido superluminal no grafico
com linhas inclinadas ( ///).

(T05.3b) Determina a menor velocidade real do jato (Biew = Viow/C) € 0 respetivo angulo de [2]
observacio 6,,,, para que ocorra movimento superluminal.

(T05.4) Encontra uma expressdo para o dngulo de observagdo maximo, €,,,,, para o qual é possivel um [2]
dadovalor de B,pp.

O "nucleo” de um quasar, o seu objeto compacto central, apresenta variabilidade na sua emissdo devido a
processos internos que ocorrem dentro de uma regido causalmente ligada. O tamanho (= raio) desta regido ¢
tipicamente considerado como sendo cerca de cinco vezes o raio de Schwarzschild do "nucleo”.

(T05.5) Verifica-se que o "nucleo” de um certo quasar varia em escalas de tempo de cerca de 1 h. Obtém [3]
um limite superior, M¢ max, para a massa do objeto compacto central, em unidades de massa
solar.

Theory Examination -- PT [EU] Translation (POR)



g ) Theory Examination Page 6 of 21

(T06) Rotacdo Gal4ctica [20 pontos]

A curva de rotacdo da nossa Galdxia pode ser determinada usando medicoes de velocidade na linha de visdo
(velocidade radial) de nuvens de hidrogénio neutro (HI) ao longo de varias longitudes galacticas, observadas
através da linha HI de 21 cm. Considera uma nuvem de HI com uma longitude galactica [, situada a uma distancia
R do Centro Galactico (CG) e a uma distancia D do Sol. Considera o Sol a uma distincia Ry = 8,5 kpc do CG.
Supde que tanto o Sol como a nuvem de HI estdo em Orbitas circulares em torno do CG no plano galactico, com
velocidades angulares €2 e €, e velocidades de rotacdo V, e V, respetivamente.

As componentes da velocidade na linha de visdo (V;) e da velocidade transversal (Vi) da nuvem, tal como
observadas a partir do Sol, podem ser expressas como

‘/r = (Q — Qo)RO sinl
Vi = (2 —Qo)Rpcosl — QD

Visto do Polo Norte da Galaxia, o movimento de rotagdo da Galaxia é no sentido dos ponteiros do relégio. Ao longo
deste problema, vamos considerar que a velocidade na linha de visdo é positiva quando o movimento ¢ de
afastamento e as nuvens podem ser tratadas como objectos pontuais.

(T06.1) No grafico fornecido na Folha de Respostas, esboca qualitativamente V; em fungdo de D, de [5]
D =0a D = 2Ry, para duas linhas de visdo definidas por (i) I =45° e (ii) I = 135°. Identifica
cada uma das tuas linhas/curvas com o valor de .

(T06.2) O grafico abaixo mostra as componentes médias da velocidade radial (curva continua a vermelho) e
da velocidade transversal (curva tracejada a azul) de estrelas a uma distincia de 100 pc do Sol,
representadas em funcado da longitude galactica.

-3 :
0° 90° 180° 270° 360°
Galactic longitude
Usando o grafico, estima o periodo orbital do Sol (P) em torno do CG em mega-anos (Myr). [3]

(T06.3) Jan Oort observou que, na vizinhanga solar (D < Ry), a diferenca entre as velocidades angulares (
Q — Qp) serd pequena e, por isso, deduziu a seguinte aproximagido de primeira ordem para as
componentes da velocidade na linha de visdo e da velocidade transversal:

V. = ADsin 2]
Vi = ADcos 2l + BD,

onde A e B sdo conhecidas como constantes de Oort.
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Vamos considerar dois casos:

(I) a curva de rotacdo da Galdxia atualmente observada e

(IT) a curva de rotacédo correspondente a um cendrio hipotético em que a galdxia ndo tem matéria
escura e em que se supde que toda a massa da galaxia est4 concentrada no seu centro.

(T06.3a) Deriva expressdes para o gradiente radial da velocidade de rotagdo na posicio do Sol, [2]
dav
-5 , para os dois casos.

dR | p_g,

(T06.3b) Expressa A e Bem funcio de Vy, Ry e do gradiente radial da velocidade de rotaciona [8]

osicdo do Sol v
posi¢ AR

R=R,

(T06.3c) A razio (A/B) das constantes de Oort para os dois casos dados, (I) e (II), ¢ definida [2]
como F1 e Fiy, respetivamente. Determina FT e Fy.

(T07) Estrela de neutrdes binaria [20 pontos]

Num sistema bindrio que envolve uma estrela compacta, em que a estrela companheira ndo preenche o seu lébulo
de Roche, a principal fonte de acrecio para a estrela compacta é o vento estelar proveniente da estrela
companheira. Esta acrecdo alimentada pelo vento é especialmente relevante em sistemas que incluem uma estrela
de tipo jovem (como uma estrela O ou B, referida a partir daqui como estrela OB), juntamente com um objeto
compacto como uma estrela de neutrdes (EN) numa 6rbita proxima.

Considere um sistema bindrio EN-estrela OB em que uma estrela de neutrées com uma massa Mns = 2,0 Mg e
um raio Ryg = 11 km orbita numa orbita circular de raio @ em torno do centro da estrela OB, com velocidade

Vorb = 1,5X10°ms ™1 (vé a figura abaixo). Ao longo deste problema, assume que a perda de massa da estrela OB é

esfericamente simétrica e que a sua taxa é Mog = 1,0 x 1074 Myyr 1.

OB Star

(T07.1) Oraio de acre¢io, R, ¢ definido como a distincia méaxima a partir da EN na qual o vento estelar [3]
pode ser capturado pela EN. Se a velocidade do vento estelar a distancia orbital da EN é vy, = 3,0

x 10 m s™1, determina Racc para o sistema acima, em km, usando o cdlculo padrdo da velocidade
de escape.

(T07.2) Assumindo que todo o material capturado € acretado pela EN, estima a taxa de acrec¢do de massa, [3]
M., do vento estelar para a ES em unidades de Myyr ! se a = 0,5 au. Negligencia os efeitos da

pressdo de radiacdo e do tempo de arrefecimento finito do gas acretado.
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(T07.3) Considera agora a situacdo em que a velocidade do vento estelar a distancia orbital a (préximo da
EN) se torna comparavel a velocidade orbital da EN. A taxa de acrecdo de massa do vento estelar

para a EN, neste caso, serd dada por uma expressdo da forma J\Zl'acC = MOBf(tan,B, q), onde
q = Mns/Mog ¢ a razio de massas do sistema binario e 8 é o 4ngulo, no referencial da EN, entre a
direcdo da velocidade do vento e a direcdo radial afastando-se da estrela OB. Obtém a expressio
para f(tan f, q) assumindo que Mop > MNs.

(T07.4) Considera que o material totalmente ionizado acreta radialmente e é dificultado devido ao forte
= 2
campo magnético B da EN. Este efeito pode ser modelado como uma pressio, dada por 21%. Vamos

assumir que a EN tem um campo magnético dipolar cuja magnitude no plano equatorial varia com a
distancia r 8 EN para r > Rng como
3
R
B(r) = By ( ak )

r

onde B é o campo magnético no equador da EN. Assume que o eixo do dipolo magnético se alinha
com o eixo de rotacdo da EN.

(T07.4a) Obtém a pressdo magnética, Peq, mag, N0 plano equatorial em termos de By, Rns,, e de [1]
outras constantes adequadas.

(T07.4b) A distAncia maxima em que o fluxo de acregio é parado pelo campo magnético no [7]
plano equatorial é chamado de raio magnetosférico Ry,. Este fluxo de matéria exercera
uma pressdo devido ao movimento relativo entre o vento estelar incidente e a EN.
Obtém uma expressdo aproximada para o campo magnético critico By, . para o qual Ry,
coincide com R, e calcula o seu valor em Tesla. Os efeitos magnéticos devem ser
negligenciados para r > R, e deve considerar-se vy >> Vorh-

(T08) Sombra de um buraco negro [20 pontos]

O "Event Horizon Telescope” (EHT) divulgou uma imagem de um buraco negro supermassivo no centro da galaxia
M387, como apresentado no lado esquerdo da figura abaixo.

Para entender algumas caracteristicas dessa imagem, consideraremos um modelo simplificado de um buraco
negro nio rotativo, estatico e isotropico M = 6,5 X 109M®, rodeado por um disco de acrecdo plano, fino e sem

massa, com raios interno e externo, @inner = 6RSC € aouter = 10Rgc, respectivamente, onde Rgc € o raio de
Schwarzschild. Um esboco visto de cima € mostrado no lado direito da figura abaixo (fora de escala).

Assumimos que o disco de acrecio € a Unica fonte de luz a ser considerada. Cada ponto no disco emite luz em
todas as direcdes. Essa luz viaja sob a influéncia do campo gravitacional do buraco negro. A trajetéria dos raios de
luz é governada pelas duas equacdes dadas abaixo (que sdo semelhantes as de um objeto ao redor do Sol):
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onde r € (Rgc, 00) é a coordenada radial, ¢ € [0, 27) é o angulo azimutal, e E e L sdo constantes relacionadas a
conservacdo de energia e momento angular, respectivamente.

Aqui v, = dr/dt ¢ a magnitude da velocidade radial, vg é a magnitude da velocidade tangencial, e w = d¢/dt é a

velocidade angular. Definimos o pardmetro de impacto b de uma trajetéria como b = L/v/2E. A dilatacdo do
tempo ¢ negligenciada neste problema.

Outra equacao util é obtida diferenciando a primeira equacio:

(T08.1)

(T08.2)

(T08.3)

(T08.4)

dv; L* 3GML*
@ a0

Podem existir trajectorias circulares de luz em torno do buraco negro. Determina o raio, rpn, € 0 [4]
parametro de impacto, by, para essas trajectérias de fotdes em funcdo de M e das constantes
relevantes.

Calcula o tempo, Tpn, necessario para completar uma orbita completa da trajetoria circular da luz, [2]
em segundos.

A equacio da velocidade radial apresentada acima (a primeira equacio desta questdo) pode ser
2

comparada com uma equacdo da forma % Vegt(r) = E para trajectorias de luz. Um grafico

esquematico de Vege/ L? em funcio de r é apresentado abaixo.

Vet

(0,0)

Tol ] r

(T08.3a) O gréfico indica duas distancias especiais, 7, € 5. Obtém expressdes para ro e rg, em [2]
termos de M e constantes relevantes.

(T08.3b) Um fotdo viajando para dentro, a partir do disco de acrecio em direcdo ao buraco negro, [3]
ainda pode escapar para o infinito em alguns casos. Determina a menor distincia a
partir da qual nio é mais possivel o retorno, r¢, em termos de M e constantes
relevantes. Determine o valor minimo do pardmetro de impacto, by,in para este fotdo.

Considera um raio de luz que parte do plano do céu, e seja ractual @ distdncia real entre sua trajetdria
e o centro do buraco negro. Esse raio sofrerd uma forte curvatura devido a gravidade do buraco
negro e, eventualmente, alcangara um observador (denotado por um olho) a uma grande distancia d
do sistema, como mostrado abaixo.
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/r‘d})p

Tactual

Rsc

Black hole

Para este observador, o raio aparenta surgir num ponto diferente do plano, a uma distancia r,,, ~ b

do centro do buraco negro, onde b é o parimetro de impacto. Para pontos no disco de acre¢do em
T = Tactual, pode-se assumir a seguinte relacio:

b(ractual) ~ ractual(]- + RSC/"“actua‘l)l/2

Para observadores distantes, como nds, com uma visao frontal do disco de acrecio, a imagem do [5]
sistema parecerd ser simetricamente circular no plano do céu. Determine o raio aparente mais
externo, router, € 0 raio aparente mais interno, rinner, da imagem em unidades de au.

(T08.5) Considera um buraco negro supermassivo isolado de massa M = 6,5 X 10° M sem qualquer disco
de acrecdo. Um breve e intenso fluxo de radiacédo electromagnética ocorre durante 5s num ponto Z a
uma distincia, digamos, de r; = 6 Rgc do buraco negro, como se mostra na figura. O fluxo no ponto
Z emite luz em todas as direcdes. Um observador num ponto muito distante do buraco negro
(representado por um olho na figura abaixo) capta uma imagem de longa exposicio da regido em
torno do buraco negro durante 60s.

Z

’ s

Black hole
Escolhe a opcéo correta para cada uma das afirmacées abaixo.

(T08.5a) O numero de percursos possiveis para a luz viajar de Z até ao observador é: [2]

(A) No maximo um
(B) Exatamente um
(C) Exatamente dois
(D) Superior a dois.

(T08.5b) O numero de imagens da explosio EM em Z que serdo vistas na imagem de longa [2]
exposicado é:

(A) No maximo uma
(B) Exatamente uma
(C) Exatamente duas
(D) Superior a duas.

(T09) Turbuléncia atmosférica [35 pontos]

Um telescopio com uma lente objetiva convexa acromdtica de didmetro D = 15 cm e distincia focal f = 200 cm
estd apontado para uma estrela no zénite.
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(T09.1) Determina o diametro (em m), diyage, da imagem de uma fonte pontual produzida pela lente [1]

objetiva no seu plano focal para luz verde (A = 550 nm), considerando apenas os efeitos da
difracdo.

A imagem de uma fonte astrondémica também ¢ afetada pelo chamado “seeing atmosférico”.

Os limites entre as camadas na atmosfera, bem como os indices de refracio das camadas, mudam continuamente
devido a turbuléncia, variacdo de temperatura, entre outros fatores. Isso leva a pequenas mudancas na posicdo da
imagem no plano focal do telescopio, conhecido como o “efeito de cintilagio”. Para o restante do problema, além de
usar o tamanho aparente da estrela limitado pela difracdo (como usado acima), nenhum outro efeito de
interferéncia sera considerado.

Na figura abaixo, a imagem a esquerda mostra uma secdo transversal vertical da atmosfera com multiplas camadas
de diferentes indices de refracdo (n1,na,n3,...). A imagem a direita mostra a visdo ampliada de um segmento
vertical fino da atmosfera e a fronteira entre as duas camadas atmosféricas mais baixas de indices de refracion; e
ny (n1 > ny). Para este problema, consideramos apenas essas duas camadas e sua fronteira. Os diagramas nédo
estdo em escala.

Light Rays
-
ng T
ny
ny
zZ.
- -
L. ___________ Telescope
SN |

Telescope

(T09.2) Considera uma fronteira entre as duas camadas a uma altura H = 1 km diretamente acima da
objetiva do telescopio, com uma inclinagio de # =30° em relacdo ao plano horizontal. Em todas as
partes deste problema, 6 é considerado positivo no sentido contrario ao dos ponteiros do relégio.
Para uma fonte de luz monocromatica, n; = 1,00027 e n2 =1,00026. Admite também que o desvio
angular da imagem no plano focal do telescdpio, para uma estrela no zénite, seja a.

(T09.2a) Desenha um diagrama de raios na interface, com identificacio adequada, mostrandon; [2]
,mo,0ea.

(T09.2b) Encontra a expressdo para « em termos de 6,n; e ny. Use as aproximacoes para [2]
angulos pequenos:sina ~ ae cosa ~ 1.

(T09.2c) Calcula o deslocamento Az, em metros, na posi¢io da imagem, se § aumentar em 1% [3]
(mantendo n; e no fixos).

(T09.2d) Calcula o deslocamento Az,,, em metros, na posicio da imagem se n, aumentar em [3]
0,0001% (mantendo n e @ fixos).

(T09.3) Para uma luz branca proveniente de uma estrela no zénite, escolhe qual das seguintes opgdes [2]
descreve melhor a forma e a cor da imagem, assinalando com um certo (v') a caixa com a opcao
mais apropriada (apenas uma) na Folha de Respostas. Nota que = aumenta da esquerda para a
direita na figura.
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Cor da imagem Forma da imagem Margem esquerda
A Branca Circular
B Branca Eliptica
C Colorida Circular Azul
D Colorida Circular Vermelho
E Colorida Eliptica Azul
F Colorida Eliptica Vermelho

Margem direita

Vermelho
Azul
Vermelho
Azul

Para todas as partes restantes dessa questio, consideramos luz verde monocromditica com A = 550 nm.
Modelamos a interface entre as camadas como um conjunto de planos em zigue-zague infinitos (orientados
perpendicularmente ao plano da pagina) separados por d = 10 cm ao longo do eixo z,com 8 = 10° ou § = —10°.

A figura abaixo (fora de escala) mostra uma sec¢io transversal deste modelo da atmosfera com largura W (W < H
). Para telescépios com grande abertura, essa natureza em zigue-zague da interface resulta na formacdo de

manchas ("speckles") no plano focal.

LU
T

< 9] —>
n
H:j
z
E
w

(T09.4) Considera uma atmosfera modelada conforme a descrigdo acima.

(T09.4a) Uma secio da atmosfera com planos em ziguezague consecutivos, com 0s mesmos
parimetros mencionados acima, é mostrada no diagrama abaixo (fora de escala).
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Light rays

na

ni

Neste diagrama, reproduzido na Folha de Respostas, desenha os caminhos dos raios de
luz incidentes até o plano onde estd colocada a objetiva do telescédpio, mostrado pela
linha pontilhada cinza.

Marca com um "X" no diagrama a(s) regido(des), se houver, onde nenhum raio de luz [4]
ird alcancar.

(T09.4b) Calcula a largura Wx de tal(is) regido(oes). [3]

(T09.4c) Encontra o maior didmetro, Dy, da objetiva do telescopio com a qual sera possivel [4]
obter uma Unica imagem de uma estrela, escolhendo apropriadamente a localizacdo do
telescopio em relacdo a estrutura da interface.

(T09.5) Considera o caso em que a forma em ziguezague da fronteira € permitida em ambas as direcoes  [6]
e y (como um campo de pirdmides), e D = 100 cm (com f = 200 cm).

Desenha o padrio qualitativo das manchas resultantes na caixa fornecida na Folha de Respostas.

(T09.6) Para uma atmosfera turbulenta, considera novamente a mesma forma de ziguezague entre a [5]
interface das camadas, mas correndo apenas ao longo da direcdo x, e com o dngulo entre os dois
planos mudando a uma taxa uniforme de 10° para —10° em 1,0 s. Aproxima que isso ocasiona
uma taxa uniforme de deslocamento da posicdo da imagem.

Considera um telescopio com D = 8 cm e f = 1 m. Estime o maior tempo de exposi¢do tmax
permitido para a cdmera CCD de modo que se obtenha apenas uma unica imagem do objeto, e
qualquer possivel desvio em sua posi¢do permaneca inferior a 1% do didmetro limitado por difracio
daimagem.

(T10) Nucleossintese do Big Bang [35 pontos]

No inicio do Universo, durante a era dominada pela radiacio, o fator de escala do Universo varia como a(t) ~ t1/2,
onde t é o tempo desde o Big Bang. Durante a maior parte dessa era, neutrées (n) e protdes (p) permanecem em
equilibrio térmico entre si por meio de interagdes fracas. A densidade numérica (IV) de neutrées ou protoes livres
esta relacionada a temperatura 7" e suas massas correspondentes m de tal forma que

2
N x m?/? exp <—Z;—CT) ,
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enquanto o tempo t <ty =1,70 s, quando kg1 > kg1, =800 keV. Apéds t,, as interacdes fracas nio
conseguem mais manter tal equilibrio, e neutrdes livres decaem em protdes com um tempo de meia-vida de 610,4

S.

(T10.1) Seja a densidade numérica de protdes IV}, e a de neutrdes IVy,. Calcula a abundancia relativa de  [4]
neutrdes dada pela razdo X, wk = Nn/(Nn + Np) no tempo tyk.

(T10.2) Fotdes mantém o equilibrio térmico e retém um espectro de corpo negro em todas as épocas.

(T10.2a) Encontra o indice 3, tal que T'(a) o a®.

[2]

Identifica qual dos graficos a seguir mostra o comportamento correto da densidade de [2]

(T10.2b)
energia espectral para duas temperaturas 77 e T5. Marca com um visto (v) a opcio
correta na Folha de Respostas.

s A T>T1|-| B T2>T1 5 C o\ T2>T1 oD - T2>T1|=| E T™>Tl
2 -—-T1 | -—-T1 |2 % \\ -——T1 | & N -—T1 |& -—-T1
3 ™ |3 |48 ! \ |3 ! \ ™ |8 e
© IS T I A o} h \ T
o -4 o H 3 | | \ -3
I I I ! \ T| ! \ i
2 s o 1 \ . ] \ =
g B g i \ Bl \ g
(] Q [0} 1 [ 1 \ Q
o s, o = o I \ o \ Q =
2 \N @ /7N oL I % g a N a F %
o H \ o H \ o H \ ol | \ o it b}
= ] AN L= 1 % = 1 bl o\ L 2 I \
1 1 \ ] N 1 \ 1 N
log A log A log A log A log A

(T10.3) Ap6s twk, 0 processo de formacdo de Deutério a partir de protdes e neutrdes é regido pela equacido
de Saha, dada pelo fisico indiano Prof. Meghnad Saha, que pode ser simplificada para

Np . kT 3/2ex B (mp — mp — my)c?
Nn - ) 77 mnc2 p kBT .

Aqui, a razdo de barides para fotdes ¢ 6,1 x 10719, e N, ¢ a densidade numérica de Deutério.

(T10.32)

(T10.3b)

(T10.3¢)

(T10.4) Calcula ovalor de X, . imediatamente antes de tyyc.

(T10.5)

Esquematiza a razio Np/N, no modelo que estd na Folha de Respostas para pelo [5]
menos 4 valores de temperatura razoavelmente espacados e que estejam no dominio
ksT =[60,70] keV. Desenha uma curva suave que passe por esses pontos.

A partir do grafico, encontra kgThyc (em keV) quando Np = Ny,. [1]

Em vez disso, assume agora que todos o0s neutrdes livres se combinam [4]
instantaneamente com os protées em kBT nuc para formar Deutério, e todos eles sdo
imediatamente convertidos em Hélio (%He). Calcula a época ouo  tempo
correspondente de nucleossintese, tn,c (em s), para a formacio de Hélio.

[5]

A abundancia primordial de Hélio, Yprim, ¢ definida como a fracdo da massa bariénica total no [3]
Universo que est4 ligada em Hélio logo apds tnu.. Obtém uma estimativa tedrica para o valor de

Yrim. Para o propdsito deste calculo apenas, assume mp, ~ my, e que a massa do Hélio,

MHe ~ 4My.
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(T10.6) A abundancia primordial de Hélio ¢ muito dificil de medir, pois as estrelas convertem
continuamente Hidrogénio em Hélio no Universo. A contaminacdo de Hélio por estrelas em uma
galdxia pode ser caracterizada pela densidade numérica, em relacdo ao Hidrogénio, de Oxigénio
(que é produzido apenas por estrelas), denotada como (O/H). Uma compilacdo das medicdes de
(O/H) e da abundancia de Hélio, Y, para diferentes galaxias é esquematizado abaixo.

0248 ] ++
0.246 4 %
T

0.244 4

yyyyyyyy ISR B sy S L S N N ML
50 x 1076 100 x 1076 150 x 1076 200 x 1076

(O/H)
Usa todos os pontos neste grafico (que é reproduzido na Folha de Resposta) para responder ao
seguinte.
(T10.6a) Estima Y para uma galaxia ani azul compacta com um valor de (O/H)=1,75 X 10™. [2]
(T10.6b) Obtém a inclinagio dY /d(O/H) do ajuste de linha reta aos dados acima. [2]
(T10.6)  Estima a abundéncia primordial de Hélio, Y,2%% , com base nas observagdes acima. [2]

(T10.7) A diferenca entre Yorim € Yp‘;]io; pode ser reconciliada alterando a razio barido-fotdo 7. Quando 7 é [3]
diminuida, conforme indicado por | na Folha de Respostas, indica o aumento (1) ou diminuigio (|
)em Np/Ny(T), Taue (quando Np = Ny), tnucs X, nuc» € Yprim NOS espacos correspondentes na

Folha de Respostas.

(T11) Estrelas através de gréficos [50 pontos]

As estrelas podem ser bem aproximadas como objetos esfericamente simétricos, e, portanto, a distdncia radial r a
partir do centro pode ser escolhida como a tnica varidvel independente na modelagem dos interiores estelares. A
massa contida dentro de uma esfera de raio r ¢ denotada por m(r). A luminosidade {(r) é definida como a energia
liquida que flui para fora através de uma superficie esférica de raio r por unidade de tempo. Outras quantidades de
interesse, por exemplo, a densidade p(r), temperatura T'(r), fracio de massa de Hidrogénio X(r), fracio de massa
de Hélio Y (r), e a energia nuclear gerada por unidade de massa por unidade de tempo €nyc(7), sd0 consideradas
funcdes de r. Ao longo deste problema, vamos negligenciar os efeitos de difusdo e sedimentacéo gravitacional dos
elementos dentro da estrela.

O simbolo "log" refere-se ao logaritmo na base 10. O problema consiste em trés partes independentes.

(T11.1) Parte 1: Dentro de uma estrela
O grafico abaixo mostra a variacdo de trés quantidades estruturais, A, B e C, como funcdes da razdo
entre os raios 7/ R em um modelo estelar de massa 1 M, e idade 4 GYr, onde R ¢ o raio fotosférico
da estrela. Os valores da fracdo de massa de Hélio na superficie (fotosférica), Y;, e da metalicidade
(fracdo de massa de todos os elementos mais pesados que o Hélio) na superficie (fotosférica), Zs, da
estrela sdo dados por (Ys; Zs) = (0,28; 0,02). Todas as quantidades mostradas nos graficos sdo
normalizadas por seus respectivos valores maximos.

Theory Examination -- PT [EU] Translation (POR)
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(T11.1a) Identifica, de maneira Unica, as trés quantidades A, B e C entre as cinco possibilidades:  [6]
T(r), l(r), €nuc(r), X(r), Y(r).

(Escreve A/B/C nas caixas ao lado das quantidades apropriadas na Folha de Respostas.
Nao é necessario justificar a tua resposta.)

(T11.1b) Qualé a fracdo de massa de Hélio no centro, Y., da estrela? [3]

(T11.1c) Esboga as duas quantidades restantes da lista de cinco (que nio foram identificadas [5]
como curvas A, B ou C) dadas em (T11.1a), como funcdes de r/ R no mesmo grafico na
Folha de Respostas e rotula com as tuas respectivas quantidades.

(T11.2) Parte 2: Estrelas em evolugio

Considera a evolugio de uma estrela de 1M cuja composicio inicial uniforme é dada pelas fracdes

de massa de hélio, Yy = 0,28, e metais, Zy = 0,02. As figuras abaixo mostram a variacdo de
diferentes quantidades globais dessa estrela a medida que ela evolui desde a ZAMS (Sequéncia
Principal de Idade Zero) até o final da queima de hélio em seu nucleo.

O grafico abaixo mostra a trajetoria evolutiva da estrela no diagrama HR (grafico de log L/L, vs
log T'¢s, onde L é a luminosidade superficial e Ti¢; € a temperatura efetiva).

/

log L/ Le
&

1:0 /

3.80 3.75 3.70 3.65 3.60 3
log Togt (in K)

o
>
w
w
o

A figura abaixo possui quatro graficos que mostram a variacio de Tefr (em K), L (plotado como
log L/Le), R (plotado como log R/R), e Y, com a idade (em 10° anos) da mesma estrela. Em
cada um desses quatro graficos, os detalhes mostram as variacoes das respectivas quantidades entre
as idades de 11,86 x 10° anos a 12,00 x 10° anos, para maior clareza.
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Usa esses graficos para responder as perguntas abaixo.
(T11.2a) Qual é o tempo aproximando de vida na sequéncia principal, tys (em anos), da estrela? [1]
(T11.2b) Qual ¢ a duracio aproximada, Atge (em anos), durante a qual a estrela queima Hélio [1]
em seu nucleo?
(T11.2c) Qual fracdo, fu, da quantidade inicial de Hidrogénio em seu centro foi queimada [3]
quando a luminosidade da estrela é 1 Lg?
(T11.2d) Qual é oraio da estrela, Ry (em unidades de Ry) quando 60% da quantidade inicial de [3]
Hidrogénio em seu centro foi queimada?
(T11.2e) Quais sdo os raios da estrela, Rp e R (em unidades de R), correspondentes as suas  [4]
posigdes P e Q, respectivamente, conforme marcado no diagrama HR?
(T11.3) Parte 3: Distribui¢io de massa dentro de uma estrela

A equacdo que governa a distribuicdo de massa dentro de uma estrela é¢ dada por

dm(r)

= 472 p(r
o (r)
Seria conveniente expressar esta equacdo em termos de trés varidveis adimensionais a saber: a
massa fraciondria, g, o raio fraciondrio, x, e a densidade relativa, o, que definimos como

qg=m/M z=r/R o=p/p

M
onde M e R sdo a massa total e o raio da estrela, respectivamente, e p = T é a densidade
ST

3
média da estrela. Para a estrela especifica que consideraremos nesta parte, as seguintes
informacoes sao fornecidas:
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« Adensidade central p(z = 0) = 80p

« Metade da massa da estrela esta contida dentro dos 25% internos de seu raio total, e 70% de sua massa esta
contida dentro dos 35% internos de seu raio total.

Em todas as partes subsequentes desta questdo, serd suficiente arredondar todos os coeficientes
numéricos derivados para dentro de 0,005.

(T11.3a) Expressa a equacdo acima, que descreve a dependéncia da massa em relacdo ao raio, [2]

d
em termos de z, dq(@) eo(x).
dz

Para obter a distribuicido de massa com o raio, precisamos conhecer o perfil de
densidade dentro da estrela. Para o propdésito deste problema, descreveremos a variacio
da densidade com o raio por formas aproximadas em dois dominios de x:

« aparte interna da estrela: 0 < z < 0, 32
o aparte intermediaria da estrela: 0,32 < = < 0, 80

Nio fazemos nenhuma aproximagio para a parte mais externa, ou seja,
0,80 <z <1,00.

(T11.3b) Aproximagio para a parte intermediaria:

A variacdo de logo, como uma funcio de logx na parte intermedidria da estrela é
mostrada (pela curva preta) no grafico abaixo. Faremos uma aproximacio linear
(mostrada como uma linha vermelha tracejada no grafico) para log o como uma fungio
de log z no dominio —0,5 < logz < —0, 1, ou seja, 0,32 < z < 0, 80 (mostrado pelo
dominio sombreado em verde). Além disso, aproximaremos a inclina¢do desta linha
pelo inteiro mais préoximo.

-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1
log «

Usa esta aproximacio para escrever uma expressdo para o(z) como uma fungio de =z [4]
no dominio 0,32 < x < 0, 80.

(T11.3c) Usa o resultado de (T11.3b) para derivar uma expressdo para g(x) no dominio [6]
0,32 <z <0,80.

(T11.3d) Aproximacio para a parte interna:

Na parte interna da estrela (0 < z < 0, 32), a densidade pode ser aproximada como [8]
uma funcdo linear do raio, ou seja, o(x) = Az + B, onde A, B sdo constantes.
Determina A e B, e assim obtenha uma expresséo para g(z) no dominio 0 < z < 0, 32

. Nota que as aproximacOes adotadas na parte anterior e nesta parte podem levar a
pequenas descontinuidades na densidade ou massaem z = 0, 32.
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(T11.3¢)

As expressoes para g(z) obtidas nas partes (T11.3c) e (T11.3d) sdo aproximacoes que [4]
descrevem muito bem a variacio da massa com o raio, mas apenas em regides
especificas da estrela. Para o dominio 0,80 < z <1 (para o qual ndo derivamos
nenhuma expressio), é possivel usar extrapolacdo apropriada da regido vizinha. Usa
essas expressdes aproximadas e os dados fornecidos para esbocar uma curva suave
(sem descontinuidades em g(z) ou em sua derivada) para g(z) vs x para toda a estrela

(0 £ z < 1) que represente a variacdo da massa com o raio.

(T12) Radiacdo de Hawking de Buracos Negros [50 pontos]

(T12.1) Um buraco negro (BH) tipicamente se forma pelo colapso gravitacional de uma estrela massiva no
final de seu ciclo de vida até um ponto chamado singularidade. Devido a gravidade extrema de tal
objeto, nada que entre no chamado horizonte de eventos (uma superficie esférica com r = Rgc,
onde r ¢ a distincia a singularidade) é capaz de escapar dele. Aqui, Rgc ¢ referido como o raio de
Schwarzschild.

(T12.1a)

(T12.1b)

(T12.1¢)

(T12.1d)

(T12.1e)

Modelando a origem da radiagio de Hawking: Considera um par de particulas, cada uma
com massa m, produzidas em cada lado do horizonte do BH. Uma particula estd
ligeiramente fora do horizonte em r ~ Rgc, enquanto a outra particula estd dentro do
horizonte em r = KRgc. Assume que a energia total de uma particula é a soma de sua

energia de massa de repouso mc? e a energia potencial gravitacional devido ao BH.
Determina o valor de « para o qual o par de particulas tem energia total zero. [4]

Temperatura de um buraco negro: Se a particula produzida fora do horizonte no processo
acima tiver energia cinética suficiente, ela pode escapar do BH em um processo chamado
radiacdo de Hawking. A que estd dentro do horizonte, que tem energia negativa, ¢
absorvida e diminui a massa do BH.

Assume que toda a radiacdo de Hawking é composta por fotdes com um espectro de
corpo negro que atinge o pico no comprimento de onda App, =~ 16 Rgc. Sabe-se que, para
um BH de uma massa solar, Rsc, o =2,952 km.

Obtém uma expressdo para a temperatura, Ty, do BH correspondente a essa radiacio [4]
de corpo negro, em termos de sua massa My, e constantes fisicas. Calcule o raio de
Schwarzschild, Rsc, 100, € a temperatura, T, 100, para um BH com massa 10 Mg,

Perda de massa de um buraco negro: Assume que a radiacio de Hawking é emitida a
partir do horizonte de eventos.

Usando a equivaléncia massa-energia, obtém uma expressdo para a taxa de perda de
massa, dMpy(t) /dt, em termos da massa My (t) do BH e constantes fisicas.

Assim, obtém uma expressio para Mbh(t) para um BH com massa inicial My. Esboca [8]
My (t) como uma funcdo de t de My = My a My, = 0.

Tempo de vida de um buraco negro: Obtém uma expressio para o tempo de vida gy [3]
em que um buraco negro com massa inicial My evapora completamente devido a
radiacdo de Hawking, em termos de My e constantes fisicas. Calcule o tempo de vida
TBH,100 (ém segundos) para um buraco negro com My = 10 M.

Buraco negro em um banho de radiacio CMB: Considera um buraco negro isolado no
espaco, longe de outros corpos, com uma temperatura atual T}}°%, cercado pela radiacio

cosmica de fundo de micro-ondas (CMB) com uma temperatura atual 7°% = 2,7 K. O

buraco negro pode aumentar sua massa ao absorver a radiacio CMB e perder sua massa
por radiacdo de Hawking.
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Levando em conta a expansio acelerada do Universo, identifica qual das seguintes
figuras mostra a evolugio temporal a longo prazo de Ty, nos trés casos seguintes:
(X) Tl;lhOW > IlOW’ (Y) Tlilﬁ)w — IlOW, ( Z) Tglﬁ)w < now

cmb cmb cmb °

Ton(t) @ Tin(t) @ Tin(t) @
T —— T / T

t — oo

Q)

now Fnow t
bh bh
now now now
Ton /\ U \ Ty \/
- t

tnow t =00 now t t — o now

t— 00

Indica a tua resposta marcando a caixa apropriada (apenas uma) para cada caso X, Y [6]
ou Z na Tabela fornecida na Folha de Respostas correspondente ao numero da figura
apropriada.

(T12.2) Buracos negros primordiais (PBHs) de massas muito menores podem se formar no Universo muito
primitivo. Todas as perguntas a seguir estdo relacionadas aos PBHs. Aqui, quaisquer processos que
aumentem a massa do buraco negro podem ser negligenciados.

(T12.2a) PBH evaporando na época atual: Como podes ter notado pelas respostas as perguntas
anteriores, buracos negros de massa solar levariam muito tempo para evaporar. No
entanto, como os PBHs podem ter uma massa muito menor, podemos ser capazes de vé-
los evaporando nos tempos atuais.

Encontra a massa inicial My, ppu (em kg), o raio de Schwarzschild Rsc, ppr (emm)ea [4]

temperatura Tppg (em K) de um buraco negro que pode estar evaporando
completamente na época atual, ou seja, aqueles com tempo de vida 7ppg = 14 bilhdes
de anos.

(T12.2b) Formagio de um PBH: No inicio do Universo dominado por radiacfo, o fator de escala
varia como a(t) ~ t!/2. Nesta era, PBHs se formam devido ao colapso de toda a energia

contida em uma regido de tamanho fisico ct, onde ¢ é a idade do Universo naquele
momento.

Um PBH com massa de 1 x 10'2 kg se forma quando a idade do Universo ¢ cerca de [6]

1x 10723 s. Calcula a idade do Universo, t20, quando um PBH de massa 1 X 1020 kg se
forma.

(T12.2c) Espectro observado da radiagio de Hawking de PBH: Considere um PBH de massa

inicial 1 x 1010 kg que evapora completamente ao final de sua vida util 7ppy. Para esta
parte, assume, para simplificar, que a maior parte da radiacio de Hawking é emitida
nesse momento, com uma temperatura correspondente a sua massa inicial. Além disso,

considera que o fator de escala do Universo estd evoluindo como a(t) ~ t2/3.

Calcula o comprimento de onda de pico dessa radiacio de Hawking conforme [5]
observado na Terra, A, ¢, Na €poca atual (em ¢t = 14 miil milhdes de anos).

(T12.2d) Radiagfio césmica de alta energia de PBH: Agora assume que a radiagio de Hawking
emitida em um dado momento ¢ corresponde a fotdes emitidos com uma energia
kgTyn(t). Além disso, a temperatura mais alta possivel para um buraco negro é a

temperatura de Planck, Tpianck, onde kT planck = 1 X 1019 GeV.

A evolucdo do fator de escala ao longo de escalas de tempo relevantes é dada na figura a
seguir. O fator de escala hoje é definido como unidade. ¢(s) no eixo do tempo representa
aidade do universo em segundos.

Theory Examination -- PT [EU] Translation (POR)



Theory Examination Page 21 of 21

logt (in s)

Se um fotdo com uma energia de Fget = 3,0 X 1020 eV for observado na Terra, [10]

determine os maiores e menores valores possiveis da massa inicial do PBH (M"** e

M ™", respectivamente) que poderiam ser responsaveis por este fotdo.
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