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(T01) Misja Daksha [10 punktéw]

"Daksha” to proponowana indyjska misja sktadajaca si¢ z dwoch satelitéw S; i S, krazacych wokét Ziemi po tej
samej orbicie kolowej o promieniu r = 7000 km, ale z réznica faz 180°. Satelity te obserwuja Wszech§wiat w
zakresie wysokich energii (promieniowanie rentgenowskie i gamma). Kazdy z satelitow Daksha wykorzystuje
kilka ptaskich, prostokatnych detektoréw.

Aby zrozumie¢, jak zlokalizowa¢ Zrédlo na niebie, uzyjemy uproszczonego modelu misji Daksha. Zat6zmy,
7ze S; ma tylko dwa identyczne detektory D; i D,, kazdy o powierzchni A = 0,50 m?, przymocowane do

nieprzezroczystego uchwytu M, jak pokazano na ponizszym rysunku. Detektory lezg symetrycznie wzgledem osi y
w ptaszczyznach prostopadlych do ptaszczyzny xyi tworza ze soba kat o = 120°.
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(T01.1) Obserwujac odlegte zrédto znajdujace sie w plaszczyznie z-y, detektor D; rejestruje moc P; = 2,70
x 10710 7571 a detektor D5 rejestruje moc Py = 4,70 x 107107571,

Oszacuj kat n miedzy wektorem potozenia zrodta a dodatnig osia y, przy czym kat przeciwny do [5]
ruchu wskazéwek zegara od dodatniej osi y jest uwazany za dodatni.

Rozwazmy pojedynczy impuls z odlegtego zrodta (niekoniecznie w plaszczyznie x-y) zarejestrowany przez oba
satelity (S; 1 So) Daksha. Czasy maksiméw impulséw zarejestrowanych przez S; i Sy to odpowiednio ¢1 i ¢5.

(T01.2) Przyjmujac, ze t1 — to zostalo zmierzone jako 10,0 = 0,1 ms, oblicz wielko$¢ cze$ci powierzchni  [5]
sfery niebieskiej f , w ktorym moze znajdowac sie zrodto.

(T02) Makar-Sankranti [10 punktéw]

Swigto "Makar-Sankranti" obchodzone jest w Indiach, gdy Storice wchodzi w pewien region zodiakalnego
Koziorozca (Makar = Koziorozec, Sankranti = Wejscie). Obecnie obchodzone jest kazdego roku okolo 14 stycznia.
Wiele lat temu $wieto to zbiegato si¢ réwniez z przesileniem zimowym na pétkuli poinocnej, ktore, jak zaktadamy,
ma miejsce 21 grudnia.

(T02.1) Na podstawie powyzszych informacji, znajdz rok, y., kiedy obchody tego festiwalu ostatnio zbiegly [3]
sie z przesileniem zimowym na pétkuli péinocne;j.

(T02.2) Wiedzac, Z¢ w Mumbaju dnia 14 stycznia 2006 roku Storice wchodzilo w rejon [3]
Koziorozca o godzinie 11:50:13 czasu lokalnego, oblicz date, Dy, i lokalny czas, tepiers
jego wejscia w Koziorozca w roku 2013.

(T02.3) Festiwal Makar-Sankranti jest obchodzony w danym miejscu w dniu pierwszego zachodu Sorica po
wejéciu w region Koziorozca. Mozna zalozy¢, ze lokalny czas zachodu Storica w Mumbaju w styczniu
to 18:30:00.
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Wskaz date obchodéw festiwalu kazdego roku miedzy 2006 a 2013 (zaznaczajac (v') odpowiednie [4]
pole w tabeli podanej w Arkuszu Odpowiedzi).

(T03) Fale grawitacyjne [15 punktéw]

Orbitujace podwdjne czarne dziury generuja fale grawitacyjne. Rozwazmy dwie czarne dziury w naszej Galaktyce o
masach M = 36 Mg im = 29 M, obiegajace sie po orbitach kotowych z orbitalng czestoscia katowa w wokét ich
$rodka masy.

(T03.1) Zaktadajac grawitacje newtonowska, wyprowadZz wzor na czesto$¢ kotowa, wini, orbitowania
czarnych dziur w momencie tini, gdy odlegto§¢ miedzy czarnymi dziurami wynosita 4,0 razy suma
ich promieni Schwarzschilda, wyrazony tylko w funkcji M, m i statych fizycznych.

Oblicz warto$é wip; (wrad s™1). [5]

(T03.2) W ogolnej teorii wzglednosci, orbitujace czarne dziury emituja fale grawitacyjne o czestotliwosci fqw, takiej
ze 2w faw = wgw = 2w. To powoduje kurczenie sie orbit czarnych dziur, co z kolei zwigksza fgw. Tempo zmiany
few wynosi

d 96m8/3
];GtW = 5 G5/3cﬂMchirpa/3fé/\;’77
. ~ (mM)3P - e
gdzie M pypp, = W nazywana jest "masa ¢wierku".
Znajdz wartosci a, 31 6. [4]

(T03.3) Zaloz, ze fale grawitacyjne zwiazane z tym zdarzeniem zostaly po raz pierwszy wykryte w czasie [6]

tini =

WyprowadZ wyrazenie na obserwowany czas potaczenia czarnych dziur, tmerge, gdy fow staje sie
bardzo duze, jako funkcje wip;, M chirp i stalych fizycznych.
Oblicz warto$¢ t merge (W sekundach).

(T04) Dekrement Balmera [15 punktéw]

Rozwazmy gwiazde ciggu gléwnego otoczong mglawica. Obserwowana jasno$¢ gwiazdy w pas§mie V. wynosi
11,315 mag. Zjonizowany obszar mgtawicy w poblizu powierzchni gwiazdy emituje linie Ha i HB; ich dtugosci fal
wynoszg odpowiednio 0,6563 um i 0,4861 um. Teoretycznie przewidywany stosunek strumieni w liniach Ho. do HS
wynosi fra/fug = 2.86. Jednak gdy to promieniowanie przechodzi przez zewnetrzna cze$¢ zimnej, pylistej
mgtawicy, obserwowane strumienie emisji linii Hor i HB wynosza odpowiednio 6,80 X 107> W m™2 i 1,06 x 10713
Wm™2,

Ekstynkcja A jest zalezna od dtugosci fali i wyrazona jestjako
Ay =k(ANE(B-YV).

Gdzie k() to wspotczynik ekstynkcji, a E(B — V') oznacza nadwyzke barwy w pasmach filtrow B i V. Zalezno$¢
ekstynkcji od dtugosci fali ( A w um) jest nastepujaca.

) = 2.659 x (—1.857 + 82 + Ry, 0.63 < X <2.20
2659 x (—2.156 + 1522 — L8 4 OOUL) 4 Ry 0.12 < X < 0.63
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gdzie Ry, = Ay /E(B — V) = 3.1 to stosunek ekstynkgcji catkowitej do selektywne;.

(T04.1) Znajdz wartosci k(He) i k(HP). [3]

(T04.2) i wartodé stosunku nadwezki b . E(HB — Ha) [4]
najdz wartosc Stosunku nadwyzk1 barwnej E(B— V)

(T04.3) Oszacuj ekstynkcje spowodowang przez mglawice, An, i Ang, odpowiednio dla diugosci fal Hai  [6]
Hg.

(T04.4) Oszacuj wielkoé¢ ekstynkcji mglawicy (Ay) oraz wielko$¢ gwiazdowa samej gwiazdy w pasmie V, [2]
myo, gdyby mglawicy nie bylo .

(T05) Kwazary [20 punktéw]

Kwazar to niezwykle jasna aktywna galaktyka zasilana przez supermasywng czarng dziurg, ktora emituje
relatywistyczne dzety. Rysunek przedstawia seri¢ obrazéw radiowych kwazara (o przesunieciu ku czerwieni
z = 0.53 i odlegtosci jasnosciowej Dy, = 1,00 x 1010 lat $wietlnych) w réznych chwilach. "Jadro" jest oznaczone
pionowg bialg linia, podczas gdy dzet, widoczny jako "plamka” (oznaczony +), oddala sie od niego. Na kazdym
panelu podano czas obserwacji (poczawszy od T dla pierwszego obrazu), a skala katowa jest wskazana na gorze i
dole rysunku.

T,+1186d

T,+1786d

T,+2338d

milliarcseconds

Theory Examination -- Polish-Theory (POL)



\&% Theory Examination Page 4 of 19

nnnnnnnnnnnnnnnnnnn

(T05.1)

Wyznacz odleglto$¢ katowa plamki od jadra, ¢y, (W milisekundach tuku), oraz jej odlegtos¢ [5]
poprzeczna, lylop (W latach $wietlnych), od jadra kwazara dla kazdej obserwacji. Nastepnie oblicz
pozorng predko$¢ plamki w kierunku poprzecznym (vapp) jako utamek predkosci §wiatta, Bapp (=

Vapp/C) Uzywajac kolejnych obserwacji. Réwniez oblicz §rednig pozorng predkos¢ S50,

Dzet kwazara porusza sie z predkoscig relatywistyczng v = (e, ale niekoniecznie w plaszczyznie nieba; np.
trajektoria tworzy kat 6 ("kat obserwacji") wzgledem linii widzenia odleglego obserwatora (oznaczonej liniami
przerywanymi), jak pokazano na ponizszym szkicu.

Dla tej i dla wszystkich kolejnych cze$ci zadania zignoruj przesuniecie ku czerwieni kwazara i wszelkie efekty

relatywistyczne.
Core
i
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(T05.2) Swiatto wyemitowane przez plamke w dwdch réznych momentach ¢y (odpowiadajacym pozycji A) i

(T05.3)

(T05.4)

to + At (odpowiadajacym pozycji B) dociera do obserwatora odpowiednio w momentach ¢4 i tg.
Zatem obserwowana réznica czasu wynosi Atapp =1t — ta.

(T05.2a) Aty [2]
Znajdz wyrazenie na stosunek A W funkcji B16.
(T05.2b) Uzywajac tego stosunku, wyraz 3, w funkcji 81 6. [2]

Ruch nazywany jest nad$wietlnym, jesli jego pozorna predkos¢ przekracza predkos¢ swiatta (
Bapp > 1), a podswietlnym, jesli jej nie przekracza (8,5, < 1).

(T05.3a) Dla B,,, = 1, narysuj gtadka krzywa 3 jako funkcje od 6, aby oznaczy¢ granicg migdzy [4]
ruchem pods$wietlnym i nad$wietlnym. Zacieniuj obszar nad$wietlny na wykresie
uko$nymi liniami ( ///).

(T05.3b) ZnajdZz najnizsza rzeczywista predko$¢ dzetu (Biow = View/C), przy ktorej moze [2]
wystapi¢ ruch nad$wietlny, a takze odpowiadajacy jej kat obserwacji 8},-

Znajdz wyrazenie na maksymalny kat obserwacji, 0y,,x, dla ktérego dana warto$¢ By, bedzie [2]
mozliwa.

Jadro kwazara, jego centralny obiekt zwarty, wykazuje zmienno$¢ emisji spowodowana wewnetrznymi procesami.
Procesy te przebiegaja w obszarze o rozmiarach ograniczonych przez mozliwo$§¢ zachodzenia w nim zwigzkéw
przyczynowo-skutkowych. Rozmiar (= promien) tego obszaru jest zazwyczaj przyjmowany jako okoto
pieciokrotno$¢ promienia Schwarzschilda jadra.

(T05.5)

Stwierdzono, ze jadro pewnego kwazara zmienia si¢ w skali czasowej okoto 1 godziny. Wyznacz [3]
gorng granice, M max, masy centralnego obiektu zwartego, w jednostkach masy Storica.
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(T06) Rotacja Galaktyki [20 punktéw]

Krzywa rotacji naszej Galaktyki bada sie¢ za pomoca pomiaréw predkosci radialnych dla obtokéw neutralnego
wodoru (HI) obserwowanych w pasmie 21 cm. Wyznaczana si¢ ich predkos¢ radialng wzdtuz linii widzenia dla
poszczegolnych dtugosci galaktycznych. Rozwazmy obtok HI o dtugos$ci galaktycznej [, znajdujacy sie w odlegtosci
R od Centrum Galaktyki (GC) i wodlegtosci D od Stonica. Przyjmijmy, ze Storice znajduje sie w odlegtosci Ry = 8,5
kpc od GC. Zatozmy, ze zar6wno Stonce, jak i oblok HI poruszaja si¢ po orbitach kotowych wokét GC w plaszczyznie
Galaktyki, z predko$ciami katowymi odpowiednio 2 i €2, oraz predkosciami rotacji Vo i V.

Sktadowe predkosci radialnej (V;) i predkosci poprzecznej (V;) obtoku, obserwowane ze Storica, mozna wyrazi¢
jako

‘/r = (Q — Q())R() sinl
Vi = (2 —Qo)Rpcosl — QD

Patrzac z Polnocnego Bieguna Galaktycznego, rotacja Galaktyki odbywa si¢ w kierunku zgodnym z ruchem
wskazowek zegara. W calym tym zadaniu bedziemy przyjmowac, ze predkosc¢ radialna jest dodatnia, gdy obiekt sie
oddala, a obtoki wodoru beda traktowane jako obiekty punktowe.

(T06.1) W arkuszu zbiorczym odpowiedzi naszkicuj wykres zaleznosci V; od odlegtosci D ,w zakresie od [5]
D =0do D = 2Ry dla dwdch linii widzenia zdefiniowanych przez (i) | =45° i (ii) | = 135°.
Oznacz kazda z twoich krzywych jej wartoscig [.

(T06.2) Ponizszy wykres przedstawia $rednie sktadowe predkosci gwiazd: radialng (ciggla, czerwona
krzywa) i poprzeczng (przerywana, niebieska krzywa) w odlegtosci 100 pc od Storica, przedstawione
w funkcji dlugosci galaktyczne;j.

Velocity (kms™!)

0° 90° 180° 270° 360°
Galactic longitude

Korzystajac z wykresu, oszacuj okres orbitalny Stonca (P) wokot centrum Galaktyki (GC) w  [3]
milionach lat (Myr).

(T06.3) Na podstawie obserwacji Jan Oort zauwazyl, ze w sasiedztwie Stonca (D < R;), réznica w
predkosciach katowych (2 — 2y) bedzie mata, i dlatego wyprowadzil nastepujace przyblizenie
pierwszego rzedu dla sktadowych predkosci radialnej i poprzeczne;j:

V. = ADsin 2l
Vi = ADcos2l + BD

gdzie A i B sg znane jako state Oorta.

Rozwazmy dwa przypadki:

(I) rzeczywista obserwowang krzywa rotacji Galaktyki, oraz

(IT) krzywa rotacji dla hipotetycznego scenariusza, w ktorym Galaktyka jest pozbawiona ciemnej
materii, a cala masa Galaktyki jest skupiona wjej centrum.

(T06.3a) Wyprowadz wyrazenia dla gradientu radialnego predkosci rotacyjnej w miejscu [2]

polozenia Stonica, —

iR , dla tych dwéch przypadkow.

R=R,

(T06.3b) Wyraz A i B za pomocg V, Ry oraz gradientu radialnego predkosci rotacyjnej w [8]

miejscu potozenia Stonca, iR .
R=R,

Theory Examination -- Polish-Theory (POL)
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(T07) Uktad podwoéjny z gwiazda neutronows

(T06.3c) Stosunek (A/B) stalych Oorta dla dwéch podanych przypadkow, (I) i (ID), jest [2]

zdefiniowany jako Fi i F1, odpowiednio. Wyznacz Fi i Fy.

[20 punktéw]

W uktadzie podwojnym sktadnika zwartego z gwiazda, ktdra nie przelewa si¢ przez swojg powierzchni¢ Roche'a,
gléwnym Zrodiem akrecji dla zwartej gwiazdy jest wiatr gwiazdowy od gwiazdy towarzyszacej. Taka akrecja z
wiatru jest szczegélnie istotna w uktadach, ktore obejmuja gwiazde weczesnego typu (taka jak gwiazda typu O lub B,
dalej oznaczana jako gwiazda OB), wraz ze zwartym obiektem, takim jak gwiazda neutronowa (NS) na ciasnej

orbicie.

Rozwazmy uktad podwdjny gwiazd NS-OB, gdzie gwiazda neutronowa o masie Mns = 2,0 Mg i promieniu Rng =

11 km krazy po orbicie kotowej o promieniu a wokét centrum gwiazdy OB z predkos$cia vor, = 1,5 X 10° m s~
(patrz rysunek ponizej). W calym tym zadaniu zaklada sie, ze utrata masy z gwiazdy OB jest sferycznie

symetryczna, a jej tempo wynosi Mo =1,0x107* Mgyr—t

(T07.1)

(T07.2)

(T07.3)

(T07.4)

OB Star

Promien akrecji, R,.., jest zdefiniowany jako maksymalna odleglos¢ od NS, dla ktérej wiatr
gwiazdowy moze zosta¢ przechwycony przez NS. Przyjmij, Zze predko$¢ wiatru gwiazdowego w
odlegtosci orbitalnej NS wynosi vy, = 3,0 X 10® m s™1 i znajdz Rac. dla powyzszego uktadu w km,
uzywajac standardowego wyrazenia na predkos$¢ ucieczki.

Zakladajac, ze caly przechwycony materiat opada na NS, oszacuj tempo akrecji masy, M,.., z
wiatru gwiazdowego w jednostkach Mgyr~!, jesli a = 0,5 au. Zaniedbaj wplyw ci$nienia
promieniowania i skoniczonego czasu chtodzenia akreujacego gazu.

Rozwazmy teraz sytuacje, w ktorej predko$¢ wiatru gwiazdowego w odlegto$ci orbitalnej a (blisko
NS) staje sie poréwnywalna z predkos$cia orbitalng NS. W takim przypadku tempo akrecji masy z

wiatru gwiazdowego na NS bedzie dane wyrazeniem w postaci M,., = Mog f(tan 3, q), gdzie
q = Mys/Mog jest stosunkiem mas sktadnikéw uktadu podwojnego, a S to kat w uktadzie
odniesienia NS miedzy kierunkiem predkosci wiatru a kierunkiem radialnym od gwiazdy OB.
Wyprowadz wyrazenie dla f(tan 3, q) zakladajac, ze Mop > Mxs.

Rozwazmy calkowicie zjonizowang materi¢ akreujaca radialnie, ktéra jest hamowana z powodu
silnego pola magnetycznego B gwiazdy NS. Efekt ten mozna modelowac jako ci$nienie o wartosci
2%20. Zalézmy, ze NS ma dipolowe pole magnetyczne, ktérego warto§¢ w plaszczyznie rownikowej
zmienia si¢ z odlegtoscia r od NS dla r > Ryg jak

b1 - (25

gdzie By jest polem magnetycznym na réwniku NS. Zal6zmy, ze o$ dipola magnetycznego jest
zgodna z osig obrotu NS.

[3]

[3]

(6]
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(T07.4a) Jakie bedzie ci$nienie magnetyczne, Poq yag,» W Plaszczyznie rownikowej w zaleznosci [1]

od By, Rns, r i innych odpowiednich stalych?

(T07.4b) Maksymalna odleglos¢, na ktdrej przeplyw akrecji jest zatrzymywany przez pole [7]
magnetyczne w plaszczyZnie réwnika, nazywana jest promieniem magnetosferycznym
R.,. Przeptyw materii wywiera ci$nienie z powodu wzglednego ruchu miedzy
nadchodzacym wiatrem gwiazdowym a NS. Podaj przyblizone wyrazenie dla
krytycznego pola magnetycznego B, , dla ktérego R, pokrywa si¢ z R, i oblicz jego
warto$¢ w Teslach. Efekty magnetyczne sg pomijane dla r > R, i rozwaz vy, > vgp.

(T08) Cieni Czarnej Dziury [20 punktéw]

Teleskop Event Horizon Telescope (EHT) uzyskat zdjecie supermasywnej czarnej dziury, znajdujacej si¢ w
centrum galaktyki M87, jak pokazano na lewym panelu ponizszego rysunku.

Aby zrozumie¢ niektére proste cechy tego obrazu, rozwazymy uproszczony model nierotujacej, statycznej,
sferycznie symetrycznej czarnej dziury o masie M = 6,5 X 10°Mg, otoczonej bezmasowym, cienkim, ptaskim
dyskiem akrecyjnym o promieniach wewnetrznym i zewnetrznym, odpowiednio @inper = 6 Rsc i Gouter = 10RsC,
gdzie Rgc to promien Schwarzschilda. Widok z gdry przedstawiono na prawym panelu ponizszego rysunku
(rysunek nie jest w skali).

“~/

Zaktadamy, ze dysk akrecyjny jest jedynym Zrodtem $wiatla, ktore nalezy uwzgledni¢. Kazdy punkt na dysku
emituje Swiatlo we wszystkich kierunkach. To §wiatto porusza sie w polu grawitacyjnym czarnej dziury. Trajektoria
promieni §wietlnych jest okreslona przez dwa ponizsze réwnania (ktére sg podobne do réwnan ruchu stosowanych
dla obiektéw w poblizu Storica):

1 2
2 r

gdzie r € (Rgc,00) to wspélrzedna radialna, ¢ € [0,27) to kat azymutalny, a E i L sa stalymi zwiazanymi
odpowiednio z zachowang energia i zachowanym momentem pedu.

Niech v, = dr/dt oznacza warto$¢ predkosci radialnej, vg4 to warto$¢ predkosci stycznej, a w = d¢p/dt to predkosé
katowa. Definiujemy parametr zderzenia b dla trajektorii jako b = L/v/2E. Dylatacje czasu w tym zadaniu
pomijamy.

Inne przydatne réwnanie otrzymujemy przez zrézniczkowanie pierwszego réwnania:

dv, L*  3GML®
T I S

(T08.1) Wokot czarnej dziury moga istnie¢ kotowe trajektorie $wiatla. Znajdz promien, rpp, i parametr [4]
zderzenia, by, dla takich trajektorii fotonéw w funkcji M i odpowiednich statych.

Theory Examination -- Polish-Theory (POL)
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(T08.2) Oblicz czas, Tpn, potrzebny do wykonania przez $wiatto petnego obiegu po kotowej orbicie, [2]
wyrazony w sekundach.

(T08.3) Powyzsze réwnanie dla predkosci radialnej (pierwsze réwnanie w tym pytaniu) mozna poréwnac do
2
réwnania postaci % + Vest(r) = E. Ponizej przedstawiono schematyczny wykres Vege/L? jako
funkcji r.

(0,0)

i
Ta l 7!3 r

(T08.3a) Na wykresie mozna zidentyfikowa¢ dwie charakterystyczne wartosci dla promienia, r,, [2]
irg. Wyznaczr, i rg w funkcji M i odpowiednich statych.

(T08.3b)  Foton poruszajacy sie z dysku akrecyjnego do centrum w kierunku czarnej dziury [3]
moze w niektorych przypadkach nadal uciec w nieskonczono$¢. Wyprowadz wzdr na
najmniejsza warto§¢ promienia punktu zwrotnego, ¢, dla takiego fotonu, w funkcji
M i odpowiednich stalych. Znajdz wyrazenie na minimalng warto$§¢ parametru
zderzenia, by, dla tego fotonu.

(T08.4) Jak pokazano ponizej, promien §wiatta wychodzacy z punktu w plaszczyznie nieba i odlegtego od
srodka ukladu o0 7ractual ulegnie silnemu zakrzywieniu z powodu grawitacji czarnej dziury i
ostatecznie dotrze do obserwatora (oznaczonego okiem) znajdujacego sie¢ w duzej odlegtosci d od
uktadu,

/r‘d})p

Tactual

Rsc

Black hole

Dla tego obserwatora promien wydaje si¢ pochodzi¢ z innego punktu lezacego w plaszczyznie nieba
i znajdujacego si¢ w odlegtosci 7,,, ~ b od $rodka czarnej dziury, gdzie b jest parametrem
zderzenia dla tej trajektorii fotonu. Dla punktéw na dysku akrecyjnym przy r = 7actual, m0zZna
zatozy¢ nastepujaca relacje:

b("'actual) ~ r"’actual(l + fZSC/"'actual)l/2

Dla odleglego obserwatora, takiego jak my, z widokiem dysku akrecyjnego na wprost, obraz [5]
ukladu bedzie wydawat sie¢ kotowo symetryczny w plaszczyznie nieba. Wyznacz zewnetrzny i
wewnetrzny pozorny promien, 7outer OaZ Tinner, Obrazu w jednostkach au.

(T08.5) Rozwazmy izolowang supermasywng czarng dziure o masie M = 6,5 x 10° Mg bez dysku
akrecyjnego. Krotki (5 sekundowy), silny wybuch promieniowania elektromagnetycznego
nastepuje w punkcie Z odlegtym o r; = 6 Rgg od czarnej dziury, jak pokazano na rysunku. Wybuch
emituje $§wiatlo we wszystkich kierunkach. Obserwator znajdujacy si¢ w punkcie odleglym od
czarnej dziury (oznaczony na rysunku ponizej symbolem oka) wykonuje dluga ekspozycje obrazu
obszaru wokot czarnej dziury przez 60 s.

Theory Examination -- Polish-Theory (POL)
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Black hole
Wybierz poprawng odpowiedz dla kazdego z ponizszych stwierdzen:

(T08.5a) Liczba mozliwych trajektorii, ktorymi $wiatlo moze przemieszcza¢ si¢ od Z do [2]
obserwatora to
(A) Conajwyzej jedna, (B) Doktadnie jedna, (C) Doktadnie dwie, (D) Wigcej niz dwie.

(T08.5b) Liczba obrazéw rozblysku promieniowania w punkcie Z, ktére beda widoczne na zdjeciu  [2]
z dtugim czasem nas$wietlania to:
(A) Conajwyzej jeden, (B) Doktadnie jeden, (C) Doktadnie dwa, (D) Wigcej niz dwa.

(T09) Seeing atmosferyczy [35 punktéw]

Teleskop z wypukla, achromatyczng soczewka obiektywu o $rednicy D = 15 cm i ogniskowej f = 200 cm jest
skierowany na gwiazde¢ w zenicie.

(T09.1) Wyznacz $rednice (W m), dimage, Obrazu punktowego zrodla, jaka tworzy soczewka obiektywu w  [1]
swojej ptaszczyznie ogniskowej dla $§wiatta zielonego (A = 550 nm), uwzgledniajac jedynie efekty
dyfrakgcji.

Na obraz zrédta astronomicznego ma wpltyw tak zwany ,.seeing atmosferyczny”.

Granice miedzy warstwami w atmosferze, jak réwniez wspoétczynniki zalamania tych warstw, zmieniajq sie ciagle z
powodu turbulencji, zmian temperatury i innych czynnikéw. Prowadzi to do drobnych zmian w potozeniu obrazu w
plaszczyznie ogniskowej teleskopu, znanych jako ,efekt migotania”. W dalszej czeSci zadania Zadne efekty
interferencyjne, poza uzyciem ograniczonego dyfrakcja rozmiaru obrazu gwiazdy (jak uzyto powyzej), nie beda
brane pod uwage .

Lewy panel poniZszego rysunku pokazuje pionowy przekrdj atmosfery z wieloma warstwami o réznych
wspotczynnikach zatamania (ni,n2,ns,...). Prawy panel pokazuje powiekszony widok cienkiego pionowego
segmentu atmosfery i granice migdzy dwiema najnizszymi warstwami atmosferycznymi o wspotczynnikach
zatlamania n; i n2 (n1 > n2). Rozwazamy w tym zadaniu tylko te dwie warstwy i ich granice. Diagramy nie sa w
skali.

Light Rays
ns I e I 2 2 R 2
_._,w_\,y-_’_’;,_ n
ng T 2
ny
ny
z
- -
L. ___________ - Telescope
A

Telescope
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(T09.2) Zaldzmy, ze granica miedzy dwiema warstwami lezy na wysoko$ci H = 1 km bezposrednio nad
obiektywem teleskopu, i jest nachylona pod katem 6 = 30° wzgledem ptaszczyzny poziomej. We
wszystkich czedciach tego zadania 6 jest przyjmowane jako dodatnie w kierunku przeciwnym do
ruchu wskazowek zegara. Dla monochromatycznego zrodta §wiatla, ny = 1.00027 i ny =1.00026.
Niech katowe przesuniecie obrazu w ptaszczyznie ogniskowej teleskopu dla gwiazdy w zenicie
bedzie oznaczona jako a.

(T09.2a) Naszkicuj diagram przedstawiajacy przej$cie promienia przez granice warstw i opisz go [2]
odpowiednimi oznaczeniamini, nq, 01 a.

(T09.2b) Znajdz wyrazenie dla o w zaleznosci od 6, n1 i no. Uzyj przyblizen dla matych katéw: [2]
sina~ aicosa =~ 1.

(T09.2c) Oblicz przesuniecie, Az (W m), w pozycji obrazu, jesli 6 wzrasta 0 1% (utrzymujacny i [3]
N9 state).

(T09.2d) Oblicz przesuniecie, Az, (w m), w pozycji obrazu, je$li ny wzrasta o 0.0001% [3]
(utrzymujac n; i 6 state).

(T09.3) Dla biatego $§wiatta pochodzacego z gwiazdy w zenicie, wybierz, ktdry z ponizszych opiséw obrazu [2]
poprawnie opisuje jego ksztalt i kolor, zaznacz znakiem (v') odpowiednie pole (tylko jedno) w
arkuszu odpowiedzi. Zauwaz, ze ¢ zwigksza si¢ od lewej do prawej na rysunku.

Kolor obrazu Ksztalt obrazu Lewa krawedz Prawa krawedZ
A Bialy Okragty
B Bialy Eliptyczny
C Kolorowy Okragly Niebieski Czerwony
D Kolorowy Okragly Czerwony Niebieski
E Kolorowy Eliptyczny Niebieski Czerwony
F Kolorowy Eliptyczny Czerwony Niebieski

Dla wszystkich pozostatych czesci tego pytania rozwazamy monochromatyczne zielone $wiatto o A = 550 nm.
Modelujemy granice miedzy warstwami jako zbior nieskoniczonych zygzakowatych ptaszczyzn (prostopadtych do
plaszczyzny rysunku) Odlegtosci granic to d = 10 cm wzdtuz osi , a nachylenie wynosi 6 = 10° lub 8 = —10°.

Ponizszy rysunek (nie w skali) pokazuje przekroj tego modelu atmosfery o szerokosci W (W < H). Dla
teleskopow z duza aperturg ta zygzakowata natura granicy skutkuje powstawaniem plamek w plaszczyznie
ogniskowej.

Theory Examination -- Polish-Theory (POL)



18"”@[]@% Theory Examination Page 11 of 19

MUMBAI INDIA - 2025

Light Rays

(T09.4) Rozwaz model atmosfery taki jak powyze;j.

(T09.4a) Na ponizszym diagramie (nie w skali) jest przedstawiona sekcja atmosfery z kolejnymi
zygzakowatymi plaszczyznami, z tymi samymi parametrami jak podano powyzej.

Light rays

na2

ni

Na diagramie w arkuszu odpowiedzi, narysuj $ciezki promieni §wiatta docierajacego do
ptaszczyzny, gdzie umieszczony jest obiektyw teleskopu, (pokazanej przez szarg
przerywana linie).

Zaznacz obszar(y), jesli taki(e) istnieje(ja), na diagramie litera ,X”, gdzie Zadne [4]
promienie $wiatta nie dotra.

(T09.4b)  Oblicz szerokos¢ Wx takiego(ich) obszaru(ow). [3]

Theory Examination -- Polish-Theory (POL)
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(T09.5)

(T09.6)

(T09.4c) Znajdz najwigkszg $rednice, D, obiektywu teleskopu, z ktorg mozliwe bedzie [4]
uzyskanie pojedynczego obrazu gwiazdy, odpowiednio wybierajac lokalizacje teleskopu

wzgledem struktury granicy.

Rozwaz przypadek, gdy ksztalt zygzakowaty granicy jest przyjmowany w obu kierunkach z i y (jak [6]
pole piramid), oraz D = 100 cm (z f = 200 cm).

Narysuj jako$ciowy uktad powstatych plamek w polu podanym w arkuszu odpowiedzi.

Dla turbulentnej atmosfery ponownie rozwaz ten sam réwnolegle biegnacy zygzakowaty ksztatt [5]

warstwy granicznej tylko wzdluz kierunku z, ale teraz kat migdzy dwoma ptaszczyznami zmienia
sie w jednolitym tempie od 10° do —10° w ciggu 1,0 s. Zaldz, ze prowadzi to do jednolitego tempa

przesunigcia pozycji obrazu.

Mamy teleskop o D =8 cm i f = 1 m. Oszacuj najdtuzszy czas ekspozycji tmax dozwolony dla jego
kamery CCD, aby uzyska¢ tylko jeden obraz, aby wszelkie mozliwe odchylenia w jego pozycji
pozostawaly mniejsze niz 1% dyfrakcyjnej §rednicy obrazu.

[35 punktéw]

(T10) Nukleosynteza Wielkiego Wybuchu

Podczas ery dominacji promieniowania we wczesnym Wszech$wiecie, czynnik skali Wszechswiata a o< t1/2, gdzie
t to czas od Wielkiego Wybuchu. Przez wiekszo$¢ tej ery neutrony (n) i protony (p) pozostaja w réwnowadze
termicznej ze sobg poprzez oddziatywania stabe. Gesto§¢ liczbowa (IN) wolnych neutronéw lub protonéw jest

zwigzana z temperaturg 7' i ich odpowiednimi masami m w taki sposob, ze

N o« m?/? exp <—

m02 )
’

kT

dla czasow t < twx =1,70 s, kiedy kT > kpTwk =800 keV. Po tyx oddziatywania stabe nie moga juz utrzymac
takiej rownowagi, a wolne neutrony rozpadaja si¢ do proton6éw z czasem potowicznego rozpadu wynoszacym 610,4

S.

(T10.1) Niech gesto$¢ liczbowa protonéw wynosi IV, a neutronéw NV,,. Oblicz wzgledng gestos¢ liczbowa

neutronow dana przez stosunek X, wk = Nyn/(Nn + Np) wmomencie tyx.

[4]

(T10.2) Fotony znajduja si¢ w réwnowadze termicznej i zachowuja widmo ciala doskonale czarnego w

kazdej chwili.

(T10.2a)  Znajdz wyktadnik B, taki ze T'(a) o aP. [2]
(T10.2b) Wskaz, ktory z ponizszych wykresow pokazuje prawidtowe zachowanie widmowej [2]
gestosci energii dla dwoch temperatur 73 i T5. Zaznacz (v') prawidlows opcje w
zbiorczym arkuszu odpowiedzi.
S| A T2>T1|-| B T2>T1 | . T>TLGID T2>T1| - T™>Tl
2 -—-T1 |2 -—-T1 |2 /N - T 2 i -—-T1 |2 --- T
2 ™ |2 ™ |8 ! \ ™ |g| ! ™ |2 v
2 2 g ! N el \ 2
T T B y % 5| | N T
s g g ! \ gl \ g
-~ 4 - 4 - -~ e /
o i AN o P : o H \ ol | \ o i \\\
° I N 2 1 \ 2 1 N 2\ N = 0 \
1 \ 1 \ ] \ 1 \ 1 N
log A log A log A log A log A
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(T10.3) Po twx proces formowania deuteru z protondéw i neutronéw jest opisywany réwnaniem Sahy,
podanym przez indyjskiego fizyka prof. Meghnada Sahe, ktére mozna uprosci¢ do

No _ . ( knT 3/2ex ~ (mp = my — ma)c®
N, oM myc? P kT )

Tutaj stosunek barionéw do fotonéw 77 wynosi 6.1 x 1071%,a Np to gestos¢ liczbowa deuteru.

(T10.3a) Narysuj stosunek Np/N, na wykresie logarytmicznym w zbiorczym arkuszu [5]
odpowiedzi dla co najmniej 4 rozsadnie rozlozonych warto$ci temperatury, ktore
mieszczg sie w zakresie kg7’ = [60, 70] keV, i narysuj gtadka krzywa przechodzaca
przez te punkty.

(T10.3b) Zwykresu odczytaj kg7, (WkeV), gdy Np = N,,. [1]

(T10.3c) Zamiast tego, zaloZ teraz, ze wszystkie wolne neutrony lgcza sie natychmiastowo z [4]
g zy y
protonami przy kg1, twWorzac deuter, ktéry natychmiast zostaje przeksztatcony w hel (

gHe). Oblicz odpowiadajaca epoke lub czas nukleosyntezy, t,,. (W s), dla formowania
sie helu.

(T10.4) Oblicz warto$¢ Xy, nuc bezposrednio przed tpyc. [5]

(T10.5) Pierwotna obfito$¢ helu, Yy, jest zdefiniowana jako utamek catkowitej masy barionowej we [3]

Wszechs§wiecie, ktdra jest zwigzana w helu tuz po tpu.. Wyprowadz teoretyczne oszacowanie
wartosci Yprim. Wylacznie na potrzeby tego obliczenia zaléz, Ze mj ~ m, oraz ze masa helu,

MHe ~ 4my.

(T10.6) Pierwotng obfito$¢ helu jest bardzo trudno zmierzy¢, poniewaz gwiazdy nieustannie przeksztatcaja
wodor w hel we Wszech§wiecie. Cze$¢ przetwarzang przez gwiazdy w galaktyce opisuje sie
wzgledna gestoscig liczbowa tlenu (ktéry jest produkowany tylko przez gwiazdy) do wodoru,
oznaczong jako (O/H), w galaktyce. Ponizej przedstawiono zestawienie pomiaréw (O/H) i obfito$ci
helu, Y, dla r6znych galaktyk.

0.250 §

- |
bk
™ ++ Miﬁ%ﬂﬁ% % i
,,,,, BRRRSARES 160?'60/';;)' C0x 100 200 %10

Uzyj wszystkich punktéw z tego wykresu (ktory jest skopiowany do zbiorczego arkusza odpowiedzi)
przy odpowiedzi na nastepujace pytania.

(T10.6a) Oszacuj Y dla niebieskiej kartowatej galaktyki zwartej o wartosci (O/H)=1,75x 1074 [2]

(T10.6b) Wyznacz nachylenie dY /d(O/H) prostej dopasowanej do powyzszych danych. [2]
(T10.6¢) Oszacuj pierwotna obfitosé helu, Yp‘ﬁ’;, na podstawie powyzszych obserwagji. [2]

(T10.7)  Odchylenie migdzy Yprim a Yp‘i?; mozna pogodzi¢, zmieniajac stosunek barionéw do fotonéw 7. [3]
Dla zmniejszonego 7, jak wskazano przez | w zbiorczym arkuszu odpowiedzi, wskaz wzrost (1) lub
spadek (}) dla Np /Ny (T'), Touc (€dy Np = Nun), tnucs Xn, nuc i Yprim W polach przewidzianych w

zbiorczym arkuszu odpowiedzi.

Theory Examination -- Polish-Theory (POL)
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(T11) Gwiezdne wykresy [50 punktéw]

Gwiazde mozna dobrze przyblizy¢ obiektem sferycznie symetrycznym, dlatego odleglo$¢ radialna r od centrum
moze by¢ wybrana jako jedyna niezalezna zmienna w modelowaniu wnetrza gwiazd. Masa zawarta w kuli o
promieniu r jest oznaczana jako m(r). Jasno$¢ I(r) jest definiowana jako energia (netto) przeptywajaca na
zewnatrz przez sferyczng powierzchnie o promieniu 7 na jednostke czasu. Inne interesujace wielko$ci, na przyktad
gestos¢ p(r), temperatura T'(r), wzgledne masowe zawarto$ci wodoru X (r) i helu Y (r), oraz energia jadrowa
generowana na jednostke masy na jednostke czasu enyc(7), sa traktowane jako funkcje 7. W calym tym zadaniu
pomijamy efekty dyfuzji i opadania grawitacyjnego pierwiastkéw ku wnetrzu gwiazdy.

Symbol "log" odnosi si¢ do logarytmu o podstawie 10. Zadanie sklada si¢ z trzech niezaleznych czesci.

(T11.1) Cze$€ 1: Wewnatrz gwiazdy
Wykres poniZzej przedstawia zmienno$¢ trzech wielko$ci strukturalnych, A, B i C, jako funkcje
promienia utamkowego /R w modelu gwiazdy o masie 1 Mg i wieku 4 miliardow lat (Gyr), gdzie
R jest promieniem fotosferycznym gwiazdy. Wartosci wzglednej zawartosci masowej helu na
powierzchni (fotosferycznej), Ys, oraz metaliczno$ci (wzgledna zawarto$¢ wszystkich pierwiastkow
ciezszych niz hel) na powierzchni, Z;, gwiazdy przyjmuja wartosci: (Ys, Zs) = (0.28, 0.02). Wszystkie
wielko$ci pokazane na wykresach sg znormalizowane przez ich odpowiednie warto$ci maksymalne.

1.0
0.94

o =2 9
IS B

0.5

Normalized Quantities

e v
o = oW o

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
r/R
(T11.1a) Zidentyfikuj trzy wielkosci A, B i C sposréd pigciu mozliwosci: [6]

T(r), l(r), €nuc(r), X(r), Y(r).

(Zapisz A/B/C w polach obok odpowiednich wielko$ci w zbiorczym arkuszu
odpowiedzi. Nie jest potrzebne uzasadnienie odpowiedzi.)

(T11.1b) Jaka jest wzgledna zawarto$¢ masowa helu w centrum, Y, gwiazdy? [3]

(T11.1c) Dorysuj pozostate dwie wielkosci z listy pieciu (ktore nie zostaty zidentyfikowane jako [5]
krzywe A, B lub C) podanych w (T11.1a), jako funkcje /R na tym samym wykresie w
zbiorczym arkuszu odpowiedzi i oznacz je odpowiednimi wielko$ciami.

(T11.2) Czgé¢ 2: Ewolucja gwiazd

Rozwaz ewolucje gwiazdy o masie 1My, ktorej poczatkowy jednolity sktad okreslony jest przez
wzgledna obfitos¢ helu, Yy = 0, 28, i metali, Zy = 0, 02. Ponizsze rysunki pokazuja zmiany réznych
globalnych wielkosci tej gwiazdy w miare jej ewolucji od ZAMS (Ciag gtéwny wieku zerowego) do
konca spalania helu w jej jadrze.

Wykres ponizej pokazuje $ciezke ewolucyjng gwiazdy na diagramie H-R (wykres logL/Lo w
zalezno$ci od log Tess, gdzie L to jasno$¢ powierzchniowa, a Tefr to temperatura efektywna).
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log L/Lg,
=
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Rysunek ponizej zawiera cztery wykresy, ktore pokazuja zmiany Tesr (W K), L (wykres log L/ L),
R (wykres log R/ R) oraz Y, w zalezno$ci od wieku (w 10° lat) dla tej samej gwiazdy. W kazdym z
tych czterech wykreséw, dla wiekszej przejrzystosci, umieszczono wstawki pokazujace szczegdtowe
zmiany odpowiednich wielko$ci w przedziale wiekowym od 11,86 x 10° lat do 12,00 x 10° lat.

6000 s - TP -
5500 3.0 31
5200
25 R
. .
5000 105 -
— 22,
) = 2.3
~ 45
%—1000 2200 w0 1.5
S =) L0 19 L—/\/ /
400013700 ' /
0.5 L5
350013200 o 11.86 11.90 hisE e ———
11.86 11190 11.94 11.98 e
05
W53 1 5 6 7 s 9 10 1 B 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Age (10° yrs) Age (10? yrs)
2.25 1.00
0.90
175 0.80
2. 0.70
. 19
9 125 7 0.60
& L5 S 0.50 7o
g 07 L3 0.40 o
Ll 0.30 0.6
- 0.9 . 04
0.25 IT.36 TT.90 11794 e // 0.20 0.2
S e 0.10
5 . 5 B e N
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Age (107 yrs) Age (10° yrs)

Uzyj tych wykreséw, aby odpowiedzie¢ na ponizsze pytania.
(T11.2a) Jaki jest przyblizony czas zycia gwiazdy na ciggu gtownym, tyis (w latach), gwiazdy? [1]

(T11.2b) Jaki jest przyblizony czas trwania okresu, Atge (w latach), podczas ktérego gwiazda [1]
spala hel w swoim jadrze?

(T11.2c) Jaka cze$é, fu, poczatkowej ilosci wodoru w jej centrum zostata spalona, gdy jasnos¢ [3]
gwiazdy wynosi 1 Lg?

(T11.2d) Jakijest promien gwiazdy, Ry (wjednostkach R), gdy 60% poczatkowej ilosci wodoru  [3]
w jej centrum zostato spalone?

(T11.2e) Jakie sa promienie gwiazdy, Rp i Rq (wjednostkach Ry), odpowiadajace jej pozycjom [4]
PiQ,,zaznaczonym na diagramie HR?

Theory Examination -- Polish-Theory (POL)



gh )&% Theory Examination Page 16 of 19

nnnnnnnnnnnnnnnnnnn

(T11.3) Czgé¢ 3: Rozklad masy wewnatrz gwiazdy

Réwnanie opisujace rozktad masy wewnatrz gwiazdy jest dane przez

Wygodnie byloby wyrazi¢ to réwnanie w funkcji trzech bezwymiarowych zmiennych, mianowicie,
utamkowej masy, ¢, utamkowego promienia, , oraz wzglednej gestosci, o, ktére definiujemy jako

g=m/M z=r/R o=p/p

gdzie M i R sa catkowita masg i promieniem gwiazdy, odpowiednio, a p =

jest $rednig

%ﬂ'R?’
gesto$cig gwiazdy. Dla konkretnej gwiazdy, ktéra bedziemy rozwaza¢ w tej cze$ci, podane sa
nastepujace informacje:

« Gesto$¢ centralna p(z = 0) = 80p

o Potowa masy gwiazdy zawarta jest w wewnetrznych 25% jej catkowitego promienia, a 70% jej masy zawarte
jestwwewnetrznych 35% jej catkowitego promienia.

We wszystkich kolejnych cze$ciach tego pytania wystarczy zaokragli¢ wszystkie wyprowadzone
wspolczynniki numeryczne do 0,005.

(T11.3a) , N o e - . dg(z) . [2]
Wyraz powyZzsze réwnanie opisujace zalezno$¢ masy od promienia w funkcji z, e
T

o(x).

Aby uzyskac rozktad masy wzgledem promienia, musimy zna¢ profil gesto$ci wewnatrz
gwiazdy. Na potrzeby tego zadania opiszemy zmienno$¢ gestosci wzgledem promienia
za pomoca przyblizonych wzoréw w dwoch obszarach x:

» wewnetrzna czes¢ gwiazdy: 0 < x < 0.32
« Srodkowa cze$¢ gwiazdy: 0.32 < = < 0.80

Nie dokonujemy zadnych przyblizen dla najbardziej zewnetrznej czeSci, t.
0.80 < z < 1.00.

(T11.3b) Przyblizenie dla §rodkowej czeSci:

Zmiennos¢ log o jako funkcji log x w §rodkowej czesci gwiazdy jest pokazana (czarng
krzywa) na wykresie ponizej. Dokonamy liniowego przyblizenia (pokazanego jako
przerywana czerwona linia na wykresie) dla logo jako funkcji logxz w obszarze
—0.5 <logz < —0.1, tj. 0.32 <z < 0.80 (pokazanym przez zielony zacieniony
obszar). Ponadto przyblizymy nachylenie tej linii do najblizszej liczby catkowitej.

log o

-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1
log =
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Uzyj tego przyblizenia, aby napisa¢ wyrazenie dla o(x) jako funkcji = w obszarze [4]
0.32 < = < 0.80.

(T11.3c) Uzyj wyniku z (T11.3b), aby wyprowadzi¢ wyrazenie dla g(x) w obszarze [6]
0.32 <z < 0.80.

(T11.3d) PrzybliZzenie dla wewnetrznej czeci:

W wewnetrznej czesci gwiazdy (0 < x < 0.32), gestos¢ mozna przyblizy¢ jako liniowag [8]
funkcje promienia, tj. o(z) = Az + B, gdzie A, B sg stalymi. Okre$l A i B, a nastepnie
uzyskaj wyrazenie dla g(z) wobszarze 0 < z < 0.32. Zauwaz, ze przyblizenia przyjete

w poprzedniej czesci i tej cze$ci moga prowadzi¢ do matych nieciggto$ci w gestosci lub
masie przy x = 0.32.

(T11.3e) Wyrazenia dla g(x) uzyskane w cze$ciach (T11.3¢c) i (T11.3d) sa przyblizeniami, ktére [4]
dobrze opisuja zmienno$¢ masy wzgledem promienia, ale tylko w okre$lonych
obszarach gwiazdy. Dla obszaru 0.80 < z <1 (dla ktérego nie wyprowadziliSmy
zadnego wyrazenia), mozliwe jest uzycie odpowiedniej ekstrapolacji z sasiedniego
obszaru. Uzyj tych przyblizonych wyrazen i podanych danych, aby naszkicowa¢ gladka
krzywa (bez zadnych nieciaglosci ani w g(z), ani w jego pochodnej) dla g(z) wzgledem
x dla catej gwiazdy (0 < x < 1), ktéra reprezentuje zmienno$¢ masy wzgledem
promienia.

(T12) Promieniowanie Hawkinga z czarnych dziur [50 punktéw]

(T12.1) Czarna dziura (BH) zazwyczaj powstaje w wyniku grawitacyjnego zapadania sie masywnej gwiazdy
pod koniec jej cyklu zycia do punktu zwanego osobliwos$cia. Ze wzgledu na ekstremalng grawitacje
takiego obiektu, nic, co wejdzie do tzw. horyzontu zdarzen (powierzchni sferycznej z r = Rgc, gdzie
r jest odlegto$cig od osobliwosci) nie jest w stanie sie z niego wydostac¢. Gdzie Rgc jest nazywany
promieniem Schwarzschilda.

(T12.1a) Modelowanie pochodzenia promieniowania Hawkinga: Rozwaz pare czastek, kazda o
masie m, produkowang po obu stronach horyzontu zdarzerh BH. Jedna czastka znajduje
sie nieco poza horyzontem przy r =~ Rgc, podczas gdy druga czastka jest wewnatrz
horyzontu przy r = kRgc. Zaléz, ze catkowita energia czastki jest suma jej energii
spoczynkowej mc? i energii potencjalnej grawitacyjnej w polu BH.

Okresl warto$¢ k, dla ktorej para czastek ma zerowa catkowita energie. [4]

(T12.1b) Temperatura czarnej dziury: Je$li czastka wytworzona poza horyzontem w powyzszym
procesie ma wystarczajaca energie kinetyczna, moze uciec z czarnej dziury w procesie
zwanym promieniowaniem Hawkinga. Ta wewnatrz horyzontu, ktéra ma energie
ujemna, zostaje pochtonieta i zmniejsza mase czarnej dziury.

Zalézmy, ze cale promieniowanie Hawkinga sklada si¢ z fotonéw o widmie ciata
doskonale czarnego, ktérego natezenie osigga maksimum przy diugosci fali
Abb ~ 16 Rsc. Wiadomo, Ze dla czarnej dziury o masie stonecznej, Rsc, o =2,952 km.

Podaj wyrazenie na temperature, Tin, czarnej dziury odpowiadajace temu [4]
promieniowaniu ciata doskonale czarmego, w zalezno$ci od jej masy My, i stalych
fizycznych. Oblicz promient Schwarzschilda, Rsc, 100, oraz temperature, Thi, 100, dla

czarnej dziury o masie 10 M.

(T12.1c) Utrata masy czarnej dziury: Zat6zmy, Ze promieniowanie Hawkinga jest emitowane z
horyzontu zdarzen.

Korzystajac z rownowaznosci masy i energii, wyprowadZ wyrazenie na tempo utraty
masy, dMypp(t) /dt, w zaleznosci od masy My (t) czarnej dziury i statych fizycznych.
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(T12.1d)

(T12.1e)

Nastepnie podaj wyrazenie dla M, (¢) dla czarnej dziury o poczatkowej masie M. [8]
Naszkicuj Myy, (t) jako funkcje t od My, = My do My, = 0.

Czas zycia czarnej dziury: Uzyskaj wyrazenie na czas zycia 7y, W ktdrym czarna dziura [3]
o poczatkowej masie My catkowicie wyparowuje z powodu promieniowania Hawkinga,
w zaleznosci od M) i statych fizycznych. Oblicz czas Zycia Tpn,100 (W sekundach) dla

czarnej dziury z My = 10 M.

Czarna dziura w kapieli promieniowania CMB: Rozwazmy izolowana czarng dziure w
przestrzeni, z dala od innych cial, o obecnej temperaturze T}°%, otoczong przez

kosmiczne mikrofalowe promieniowanie tta (CMB) o obecnej temperaturze T 07 =

2,7 K. Czarna dziura moze zwieksza¢ swoja mase poprzez absorpcje promieniowania
CMB i traci¢ mase poprzez promieniowanie Hawkinga.

Biorac pod uwage przyspieszajaca ekspansje Wszechs§wiata, okresl, ktdre z ponizszych
wykreséw pokazuja dlugoterminowa ewolucje czasowa Tpn W nastepujacych trzech
przypadkach:

now now now ___ now now now
X T > Ty VD Ty = Tepp » (D Ty < T -
Ton(t) @ Tin(t) @ Tin(t) @
Tnow oo / - /
thnow t t — o0 thow t t— o0 thow t t— o0
Ton(?) @ Ton(D) @ Ton (D) @
Tpew /\ e \ Tpow \/
Faow ' 1= o fow ¢ 15 oo tnow ¢ 5 0o

Wskaz swoja odpowiedz, zaznaczajac odpowiednie pole (tylko jedno) dla kazdego [6]
przypadku X, Y lub Z w tabeli podanej w Arkuszu Odpowiedzi, odpowiadajacej
odpowiedniemu numerowi wykresu.

(T12.2) Pierwotne czarne dziury (PBH) o znacznie mniejszych masach mogg powsta¢ we wczesnym
Wszech$§wiecie. Wszystkie ponizsze pytania dotycza PBH. Tutaj mozna pomina¢ wszelkie procesy
zwiekszajace mase czarnej dziury.

(T12.2a)

(T12.2b)

PBH parujace w obecnej epoce: Jak mogtes zauwazy¢ z odpowiedzi na poprzednie
pytania, czarne dziury o masie stonecznej potrzebowatyby duzo czasu na wyparowanie.
Jednakze, poniewaz PBH moga mie¢ znacznie mniejsza mase, mozemy by¢ w stanie
zobaczy¢ je wyparowujace w obecnych czasach.

Znajdz poczatkowa mase My ppr (W kg), promien Schwarzschilda Rsc, ppa (Wm) oraz  [4]

temperature Tppg (W K) czarnej dziury, ktéra moze calkowicie wyparowa¢ w obecnej
epoce, tj. te z czasem zycia T7ppg = 14 miliardow lat.

Formowanie PBH: W zdominowanym przez promieniowanie wczesnym Wszech§wiecie,
czynnik skali zmienia sie jak a(t) ~ t1/2. W tej erze PBH powstaja w wyniku zapadania
sie caltej energii zawartej w obszarze o rozmiarze fizycznym ct, gdzie t jest wiekiem
Wszech§wiata w tym czasie.

PBH o masie 1 x 1012 kg formuje sie, gdy wiek Wszech$wiata wynosi okoto 1 x 10723 s. [6]
Oblicz wiek Wszechs$wiata, tag, kiedy formuje sie PBH o masie 1 x 102° kg.
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(T12.2c) Zaobserwowane widmo promieniowania Hawkinga z PBH: Rozwaz PBH o poczatkowej

masie 1 X 1010 kg, ktora catkowicie wyparowuje pod koniec swojego zycia Tppy. Dla tej
czedci, zalézmy dla uproszczenia, ze wieckszo$¢ promieniowania Hawkinga jest
emitowana w obecnym czasie, z temperaturg odpowiadajaca jego poczatkowej masie.
Przyjmij rowniez, ze czynnik skali Wszech§wiata ewoluuje jako a(t) ~ /3.

Oblicz dtugos¢ fali maksimum tego promieniowania Hawkinga, jak zaobserwowano na [5]
Ziemi, Ag,.4n, W Obecnej epoce (przy t = 14 miliarddw lat).

(T12.2d) Wysokoenergetyczne promieniowanie kosmiczne z PBH: Zaldézmy teraz, ze
promieniowanie Hawkinga emitowane w danym czasie t odpowiada fotonom
emitowanym z energia kpThh(t). Ponadto, najwyzsza mozliwa temperatura dla czarnej

dziury to temperatura Plancka Tpjanck, gdzie kBT Planck = 1 X 1019 GeV.

Ewolucja wspotczynnika skali w odpowiednich skalach czasowych jest przedstawiona
na ponizszym rysunku. Wspotczynnik skali dzisiaj jest przyjmowany jako réwny jeden.
t(s) na osi czasu reprezentuje wiek wszechswiata w sekundach.

| /

B b

log a(t)

—10

T T T T T T T T T T T T

0 S 10 15
logt (in s)

Jesli na Ziemi zostanie zaobserwowany foton o energii Fget = 3.0 X 1020 ev, okresl [10]
najwieksze i najmniejsze mozliwe wartosci poczatkowej masy PBH (M™* i Mj"",
odpowiednio), ktére mogtyby by¢ odpowiedzialne za ten foton.
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